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Introducao



Introducao

Projete uma funcao que some uma sequéncia de nimeros.
Como representar e processar uma quantidade de dados arbitraria?

- Vamos criar tipos de dados com autorreferéncia, isto &, tipos de dados que sao definidos
em termos deles mesmos

- Vamos usar funcoes recursivas para processar dados com autorreferéncia
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Listas



O tipo de dado com autorreferéncia mais comum nas linguagens funcionais é a lista.

Vamos tentar criar uma definicao para lista de niUmeros.
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Aideia € criar uma estrutura com dois campos. O primeiro campo representa um valor na lista e
0 segundo campo representa o restante da lista (que é uma lista).

(struct lista (primeiro resto) #:transparent)
;; Representa uma lista de nimeros

;; primeiro: Nimero - é o primeiro elemento
o da lista

;3 resto: Lista - & o restante da lista
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Utilizando esta definicao, vamos tentar representar uma lista com os valores 4,2 e 8.
(define 1dn (lista 4 (lista 2 (lista 8 22?))))

O problema com esta definicao é que ela nao tem fim. Uma lista é definida em termos de outra
lista, que é definida em termos de outra lista, etc.
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Precisamos de uma maneira de criar uma lista diretamente, que nao seja em termos de outra
lista. Que lista pode ser essa?

A lista vazia.
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Uma ListaDeNdmeros é um dos valores:
- (vazia);ou

- (link NOmero ListaDeNUmeros), onde link @ uma estrutura com dois campos:
primeiro e resto

Definicao no Racket

(struct vazia () #:transparent)

(struct link (primeiro resto) #:transparent)
;7 Uma ListaDeNdmeros é um dos valores

3 ¢ - (vazia); ou

3K - (link Numero ListaDeNimeros)
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> (define 1dnl (link 3 (vazia))) ; Lista com o 3

> (define 1dn2 (link 8 (link 7 (vazia)))) ; Lista com o 8 e 7
> ldnl

(link 3 (vazia))

> 1dn2

(link 8 (link 7 (vazia)))

> (link-primeiro 1dn2)

8

> (link-resto 1dn2)

(link 7 (vazia))

> (link-resto ldnl)

(vazia)

> (link-primeiro (link-resto ldnil))
. link-primeiro: contract violation
expected: link?
given: (vazia)
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;; Lista com os elementos 8 e 7

> (define 1dn2 (link 8 (link 7 (vazia))))
;; Define uma lista a partir de uma lista existente
> (define 1dn3 (link 4 1dn2))

> 1dn3

(link 4 (link 8 (link 7 (vazia))))

> (link-primeiro 1dn3)

4

> (link-resto 1dn3)

(link 8 (link 7 (vazia)))

> (link-primeiro (link-resto 1dn3))

8
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NOs vimos anteriormente que a forma do dado de entrada de uma funcao sugere uma forma

para o corpo da funcao.

Qual é a forma para o corpo de uma funcao que o tipo da entrada ListaDeNUmeros sugere?
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Uma condicional com dois casos:

- Alista é vazia
- Alista & um link

Em Racket

(define (fn-para-ldn 1ldn)

(cond
[(vazia? 1dn) ...]
[else
(... (link-primeiro 1ldn)

(link-resto 1dn))1))
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Qual é o resultado de (link-primeiro 1ldn)? Um ndamero, que é um valor atémico.
Qual o resultado de (link-rest 1dn)? Uma lista, que @ uma uniao.

Um valor atdmico pode ser processado diretamente, mas como processar uma lista? Fazendo

analise dos casos...

Vamos fazer uma alteracao no modelo fn-para-1dn e adicionar uma chamada recursiva para
processar (link-resto 1ldn). Essa alteracao pode parecer meio “magica” no inicio, mas ela

vai ficar mais clara no futuro.
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Uma ListaDeNUmeros é um dos valores: Modelo para funcoes que a entrada é ListaDeNUumeros
- (vazia);ou (define (fn-para-1ldn 1dn)
. ) . . cond
- (link Ndmero ListaDeNimeros), ( )
L . [(vazia? ldn) ...]
onde link &€ uma estrutura com dois
[else

campos: primeiro e resto . o
(... (link-primeiro 1ldn)

(fn-para-1ldn (link-resto 1dn)))1))

Observe a relagao entre a definicao de ListaDeNumeros e o modelo
- A definicao tem dois casos, 0 modelo também

- A autorreferéncia na definicao do dado sugere uma chamada recursiva no modelo
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Defina uma funcao que some os valores de uma lista de nimeros.
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Especificacao

;3 ListaDeNimeros -> Ndamero

;; Soma os valores de ldn.

(examples

(check-equal? (soma (vazia)) 0)

(check-equal? (soma (link 3 (vazia))) 3) ; (+ 3 0)

(check-equal? (soma (link 2 (link 5 (vazia)))) 7)) ; (+ 2 (+ 5 0))

(check-equal? (soma (link 4 (link 1 (link 3 (vazia))))) 8)) ; (+ 4 (+ 1 (+ 3 0)))

(define (soma ldn) 0)
E agora, como escrevemos a implementacao? Vamos partir do modelo que criamos!
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;; ListaDeN(meros -> Nimero

;3 Soma os valores de ldn.
(examples

(check-equal? (soma (vazia)) 0)

(check-equal? (soma (link 3 (vazia))) 3) ; (+ 3 0)
(check-equal? (soma (link 2 (link 5 (vazia)))) 7)) ; (+ 2 (+ 5 0))
(check-equal? (soma (link 4 (link 1 (link 3 (vazia))))) 8)) ; (+ 4 (+ 1 (+ 3 0)))

(define (fn-para-1ldn 1dn)
(cond
[(vazia? 1ldn) ...]
[else
(... (link-primeiro ldn)
(fn-para-ldn (link-resto 1dn)))1))

O que fazemos agora?

Mudamos o nome da funcao tanto na definicao
quanto na chamada recursiva.
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;; ListaDeN(meros -> Nimero

;3 Soma os valores de ldn.

(examples

(check-equal? (soma (vazia)) 0)

(check-equal? (soma (link 3 (vazia))) 3) ; (+ 3 0)

(check-equal? (soma (link 2 (link 5 (vazia)))) 7)) ; (+ 2 (+ 5 0))

(check-equal? (soma (link 4 (link 1 (link 3 (vazia))))) 8)) ; (+ & (+ 1 (+ 3 0)))

O que fazemos agora?
(define (soma 1ldn)

(cond Vamos preencher as lagunas. Qual deve ser o
[(vazia? ldn) ...] resultado quando a lista é vazia? 0.
[else

(... (link-primeiro ldn)
(soma (link-resto 1dn)))1))
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;; ListaDeNimeros -> Nimero

;3 Soma os valores de ldn.
(examples

(check-equal? (soma (vazia)) 0)

(check-equal? (soma (link 3 (vazia))) 3) ; (+ 3 0)
(check-equal? (soma (link 2 (link 5 (vazia)))) 7)) ; (+ 2 (+ 5 0))
(check-equal? (soma (link 4 (link 1 (link 3 (vazia))))) 8)) ; (+ & (+ 1 (+ 3 0)))

(define (soma 1ldn)
(cond
[(vazia? ldn) 0]
[else
(... (link-primeiro ldn)
(soma (link-resto 1dn)))1))

O que fazemos agora?

Analisamos o caso em que a lista nao é vazia. O
modelo esta sugerindo fazer a chamada recursiva
para o resto da lista.

Aqui vem o ponto cruciall Mesmo a fungao nao
estando completa, nd6s vamos assumir que ela
produz a resposta correta para o resto da lista.
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;; ListaDeNdmeros -> Ndmero

;3 Soma os valores de ldn.
(examples

(check-equal? (soma (vazia)) 0)

(check-equal? (soma (link 3 (vazia))) 3) ; (+ 3 0)

(check-equal? (soma (link 2 (link 5 (vazia)))) 7)) ; (+ 2 (+ 5 0))

(check-equal? (soma (link & (link 1 (link 3 (vazia))))) 8)) ; (+ 4 (+ 1 (+ 3 0)))

No exemplo 2 queremos obter a soma de
(define (soma 1ldn)

(cond
[(vazia? 1ldn) 0]
[else

(link 3 (vazia)) que é 3. O que temos para
compor o resultado?

(... (link-primeiro 1dn) - 3,que é (link-primeiro 1ldn)

(soma (Link-resto 1dn)))1)) - 0,que é (soma (link-resto 1ldn))

Como obtemos o resultado que queremos?

(+ 3 0)
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;; ListaDeNdmeros -> Ndmero

;3 Soma os valores de ldn.

(examples

(check-equal? (soma (vazia)) 0)

(check-equal? (soma (link 3 (vazia))) 3) ; (+ 3 0)

(check-equal? (soma (link 2 (link 5 (vazia)))) 7)) ; (+ 2 (+ 5 0))

(check-equal? (soma (link & (link 1 (link 3 (vazia))))) 8)) ; (+ 4 (+ 1 (+ 3 0)))

No exemplo 3 queremos obter a soma de
(link 2 (link 5 (vazia))) queé 7.0 que
temos para compor o resultado?

(define (soma 1ldn)
(cond
[(vazia? 1ldn) 0]
[else
(... (link-primeiro 1ldn)
(soma (link-resto 1dn)))1))

- 2,que é (link-primeiro 1ldn)
- 5 queé (soma (link-resto 1ldn))

Como obtemos o resultado que queremos?

(+25)
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;; ListaDeNdmeros -> Ndmero

;3 Soma os valores de ldn.
(examples

(check-equal? (soma (vazia)) 0)

(check-equal? (soma (link 3 (vazia))) 3) ; (+ 3 0)

(check-equal? (soma (link 2 (link 5 (vazia)))) 7)) ; (+ 2 (+ 5 0))

(check-equal? (soma (link & (link 1 (link 3 (vazia))))) 8)) ; (+ 4 (+ 1 (+ 3 0)))

No exemplo 4 queremos obter a soma de
(link 4 (link 1 (link 3 (vazia))) queé
8. O que temos para compor o resultado?

(define (soma 1ldn)
(cond
[(vazia? 1ldn) 0]
[else P . .
(... (link-primeiro 1dn) - 4,que é (link-primeiro 1dn)

(soma (Link-resto 1dn)))1)) - 4 que é (soma (link-resto 1ldn))

Como obtemos o resultado que queremos?

(+ 4 4)
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Agora que compreendemos como o resultado é formado, podemos completar o corpo da funcao.

;; ListaDeNdmeros -> Ndmero

;; Soma os valores de 1ldn.

(examples

(check-equal? (soma (vazia)) 0)

(check-equal? (soma (link 3 (vazia))) 3) ; (+ 3 0)

(check-equal? (soma (link 2 (link 5 (vazia)))) 7)) ; (+ 2 (+ 5 0))

(check-equal? (soma (link & (link 1 (link 3 (vazia))))) 8)) ; (+ 4 (+ 1 (+ 3 0)))

(define (soma 1ldn)
(cond
[(vazia? 1ldn) 0]
[else
(+ (link-primeiro 1ldn)
(soma (link-resto 1dn)))1))
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Verificagao: Ok.

Revisao: Ok.
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O Racket ja vem com listas pré-definidas
- empty ao invés de (vazia)
- cons ao invés de link
first aoinvés de link-primeiro
rest aoinves de link-resto
Outras funcoes (os propositos sao aproximados)
- empty? verifica se uma lista é vazia
cons? verifica se uma lista nao é vazia

- list? verifica se um valor @ uma lista
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Uma ListaDeNdmeros é um dos valores

- empty; ou

- (cons Nimero ListaDeN(meros)

;3 Modelo para fungdes com entrada ListaDeNimero

#;
(define (fn-para-1ldn 1ldn)
(cond
[(empty? ldn) ...]
[else

... (first 1dn)
... (fn-para-ldn (rest ldn)) ... 1))
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> (define 1dnl (cons 3 empty)) ; Lista com o elemento 3
> (define 1dn2 (cons 8 (cons 7 empty))) ; Lista com 8 e 7
> ldnl
"(3)
> 1dn2
(8 7)
> (first 1dn2)
8
> (rest 1dn2)
"(7)
> (rest (rest 1dn2))
")
> (first (rest ldnl))

. first: contract violation

expected: (and/c 1list? (not/c empty?))

given: '()
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;; Lista com os elementos 8 e 7

> (define 1dn2 (cons 8 (cons 7 empty)))
;; Defini uma lista a partir de uma lista existente
> (define 1dn3 (cons 4 1dn2))

> 1dn3

(4 8 7)

> (first 1dn3)

4

> (rest 1dn3)

'(8 7)

> (first (rest 1dn3))

8
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O Racket oferece uma forma conveniente de criar listas

> (list 4 5 6 -2 20)
'(4 56 -2 20)

Em geral
(list <al> <a2> ... <an>)
€ equivalente a

(cons <al>
(cons <a2>
(cons

(cons <an> empty) ...)))
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Exemplo: contém

Defina uma funcao que verifique se um dado valor esta em uma lista de numeros.
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Exemplo: contém

;; ListaDeN(meros Nimero -> Booleano
;; Produz #t se v esta em ldn; #f caso contrario.
(examples
(check-equal? (contem? empty 3) #f)
(check-equal? (contem? (cons 3 empty) 3) #t)
3 empty) 4) #f)
4 (cons 10 (cons 3 empty))) &) #t)
(check-equal? (contem? (cons 4 (cons 10 (cons 3 empty))) 10) #t)
4 (cons 10 (cons 3 empty))) 8) #f))

(check-equal? (contem? (cons
(check-equal? (contem? (cons

(check-equal? (contem? (cons

Iniciamos com a especificacao.
(define (contem? ldn v) #f)
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Exemplo: contém

;; ListaDeNimeros Nimero -> Booleano
;; Produz #t se v esta em ldn; #f caso contrario.
(examples
(check-equal? (contem? empty 3) #f)
(check-equal? (contem? (cons 3 empty) 3) #t)
3 empty) 4) #f)
4 (cons 10 (cons 3 empty))) 4) #t)
(check-equal? (contem? (cons 4 (cons 10 (cons 3 empty))) 10) #t)
4 (cons 10 (cons 3 empty))) 8) #f))

(check-equal? (contem? (cons
(check-equal? (contem? (cons

(check-equal? (contem? (cons

Para implementagao partimos do modelo.
(define (fn-para-ldn 1ldn)

(cond
[(empty? 1dn) ...]
[else
... (first ldn)
... (fn-para-ldn (rest 1dn)) ... 1))
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Exemplo: contém

;; ListaDeNimeros Nimero -> Booleano

;3 Produz #t se v esta em ldn; #f caso contrario.

(examples

(check-equal? (contem?
(check-equal? (contem?
(check-equal? (contem?
(check-equal? (contem?
(check-equal? (contem?
(check-equal? (contem?

(define (contem? 1ldn v)

(cond

[(empty? 1dn) ... vl

[else
... (first ldn)

.V

empty
(cons
(cons
(cons
(cons
(cons

3) #f)

3 empty) 3) #t)

3 empty) 4) #f)

4 (cons 10 (cons 3 empty))) 4) #t)
4 (cons 10 (cons 3 empty))) 10) #t)
4 (cons 10 (cons 3 empty))) 8) #f))

Em seguida ajeitamos o nome da fungao e
adicionamos o parametro v na definicao, na
chamada recursiva e como valor disponivel nos

dois casos.

... (contem? (rest ldn) v) ... 1))
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Exemplo: contém

;; ListaDeNimeros Nimero -> Booleano
;3 Produz #t se v esta em ldn; #f caso contrario
(examples
(check-equal? (contem? empty 3) #f)
(check-equal? (contem? (cons 3 empty) 3) #t)
3 empty) 4) #f)
4 (cons 10 (cons 3 empty))) 4) #t)
(check-equal? (contem? (cons 4 (cons 10 (cons 3 empty))) 10) #t)
4 (cons 10 (cons 3 empty))) 8) #f))

(check-equal? (contem? (cons
(check-equal? (contem? (cons

(check-equal? (contem? (cons

Analisando os exemplos definimos o caso em que
(define (contem? 1ldn v)

(cond
[(empty? 1ldn) #f]
[else
... (first ldn)
Y
... (contem? (rest ldn) v) ... 1))

a lista é vazia.
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Exemplo: contém

;; ListaDeNimeros Nimero -> Booleano

;3 Produz #t se v esta em ldn; #f caso contrario

(examples
(check-equal? (contem? empty 3) #f)

(check-equal? (contem? (cons 3 empty) 3) #t)
empty) 4) #f)
(cons 10 (cons 3 empty))) 4) #t)

(check-equal? (contem? (cons
(check-equal? (contem? (cons

3
4

(check-equal? (contem? (cons 4 (cons 10 (cons 3 empty))) 10) #t)
4

(check-equal? (contem? (cons

(define (contem? 1ldn v)
(cond
[(empty? 1ldn) #f]
[else
... (first ldn)
Y
... (contem? (rest ldn) v) ... 1))

(cons 10 (cons 3 empty))) 8) #f))

Agora analisamos o caso em que a ldn nado é
vazia. Temos (first ldn),ve

(contem? (rest 1ldn) v) (se oresto de ldn
contém v). Como combinar esses elementos para
determinar (contem? ldn v) (se ldn contém

v)?
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Exemplo: contém

;; ListaDeNimeros Nimero -> Booleano

;3 Produz #t se v esta em ldn; #f caso contrario

(examples

(check-equal? (contem?
(check-equal? (contem?
(check-equal? (contem?
(check-equal? (contem?
(check-equal? (contem?
(check-equal? (contem?

(define (contem? 1ldn v)
(cond
[(empty? 1ldn) #f]
[else

empty
(cons
(cons
(cons
(cons
(cons

(if (= v (first 1ldn))

#t

3) #f)

3 empty) 3) #t)

3 empty) 4) #f)

4 (cons 10 (cons 3 empty))) 4) #t)
4 (cons 10 (cons 3 empty))) 10) #t)
4 (cons 10 (cons 3 empty))) 8) #f))

Quando (first ldn) éigual a v, podemos gerar
a resposta #t diretamente, independente da
resposta da chamada recursiva. Caso contrario, a
resposta se ldn contém v e a mesma se (rest
1dn) contém v, ou seja, a resposta para
(contem? 1dn v) éaequivalente a (contem?

(contem? (rest ldn) v))1)) (rest 1dn) v)

35/95



Exemplo: contém

;; ListaDeN(meros Nimero -> Booleano

;; Produz #t se v esta em ldn;

(examples

(check-equal? (contem? empty
(check-equal? (contem? (cons
(check-equal? (contem? (cons
(check-equal? (contem? (cons
(check-equal? (contem? (cons
(check-equal? (contem? (cons

(define (contem? 1ldn v)
(cond
[(empty? 1dn) #f]
[else
(or (= v (first 1ldn))

#f caso contrario

3) #f)
3 empty) 3) #t)
empty) 4) #f)

3

4 (cons 10 (cons 3 empty))) &) #t)
4 (cons 10 (cons 3 empty))) 10) #t)
4 (cons 10 (cons 3 empty))) 8) #f))

Revisdo.

(contem? (rest ldn) v))1))
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Exemplo: remove negativos

Defina uma funcao que remova todos 0s numero negativos de uma lista de nimeros.
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Exemplo: remove negativos (especificagao)

Iniciamos com a
;; ListaDeNimeros -> ListaDeNlmeros i .
Produz uma nova lista removendo os valores negativos de ldn.eSpeC| cagao.

(examples
(check-equal? (remove-negativos empty) empty)
(check-equal? (remove-negativos (cons -1 (cons 2 (cons -3 empty))))
(cons 2 empty))
(check-equal? (remove-negativos (cons 3 (cons 4 (cons -2 empty))))

(cons 3 (cons 4 empty))))

(define (remove-negativos ldn) empty)
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Exemplo: remove negativos

Para implementacao
;; ListaDeN(meros -> ListaDeNi(meros

;3 Produz uma nova lista removendo os valores negativos de ldn.pammoS do modelo e

(examples ajustamos o nome.
(check-equal? (remove-negativos empty) empty)
(check-equal? (remove-negativos (cons -1 (cons 2 (cons -3 empty))))
(cons 2 empty))
(check-equal? (remove-negativos (cons 3 (cons 4 (cons -2 empty))))
(cons 3 (cons 4 empty))))

(define (remove-negativos ldn)
(cond
[(empty? 1ldn) ...]
[else
... (first 1dn)
... (remove-negativos (rest 1dn)) ... 1))
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Exemplo: remove negativos

Analisando os exemplos
;; ListaDeN(meros -> ListaDeNi(meros

;3 Produz uma nova lista removendo os valores negativos de ldn.deﬁnHﬂOS()CaSO em que a

(examples lista é vazia.
(check-equal? (remove-negativos empty) empty)
(check-equal? (remove-negativos (cons -1 (cons 2 (cons -3 empty))))
(cons 2 empty))
(check-equal? (remove-negativos (cons 3 (cons 4 (cons -2 empty))))
(cons 3 (cons 4 empty))))

(define (remove-negativos ldn)
(cond
[(empty? 1dn) empty]
[else
... (first 1dn)
... (remove-negativos (rest 1dn)) ... 1))
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Exemplo: remove negativos

Analisando os exemplos
ListaDeNimeros -> ListaDeN{meros

I
;3 Produz uma nova lista removendo os valores negativos de 1ldn.
(examples lista nao é vazia.

definimos o caso em que a

(check-equal? (remove-negativos empty) empty)

(check-equal? (remove-negativos (cons -1 (cons 2 (cons -3 empty))))
(cons 2 empty))

(check-equal? (remove-negativos (cons 3 (cons 4 (cons -2 empty))))
(cons 3 (cons 4 empty))))

(define (remove-negativos ldn)
(cond
[(empty? 1dn) empty]
[else
(if (< (first ldn) 0)
(remove-negativos (rest 1ldn))
(cons (first 1ldn)

(remove-negativos (rest 1dn))))1))
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Exemplo: remove negativos

Verificagao: Ok.

Revisdo: exercicio.
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Exemplo: soma x

Defina uma funcao que soma um valor x em cada elemento de uma lista de numeros.
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Exemplo: soma x (especificacao)

' ) ) ' ) Iniciamos com a
;3 ListaDeNumeros Numero -> ListaDeNumeros X .
;3 Produz uma nova lista somando x a cada elemento de 1ldn. espemﬁcagao.
(examples
(check-equal? (soma-x empty 4)
empty)
(check-equal? (soma-x (cons 4 (cons 2 empty)) 5)
(cons 9 (cons 7 empty)))
(check-equal? (soma-x (cons 3 (cons -1 (cons 4 empty))) -2)

(cons 1 (cons -3 (cons 2 empty)))))

(define (soma-x ldn x) empty)
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Exemplo: soma x

;; ListaDeN(meros Nimero -> ListaDeNimeros
;3 Produz uma nova lista somando x a cada elemento de 1ldn.
(examples
(check-equal? (soma-x empty 4)
empty)
(check-equal? (soma-x (cons 4 (cons 2 empty)) 5)
(cons 9 (cons 7 empty)))
(check-equal? (soma-x (cons 3 (cons -1 (cons 4 empty))) -2)
(cons 1 (cons -3 (cons 2 empty)))))

(define (soma-x ldn x)
(cond
[(empty? 1dn) ... x]
[else
... (first ldn)
. X
... (soma-x (rest ldn) x) ... 1))

Para implementacao
partimos do modelo e
ajustamos o nome e
adicionamos o parametro
X.
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Exemplo: soma x

Analisando os exemplos
;; ListaDeN(meros Nimero -> ListaDeNimeros

;3 Produz uma nova lista somando x a cada elemento de 1ldn. definimos o caso emaquea

(examples lista é vazia.
(check-equal? (soma-x empty 4)
empty)
(check-equal? (soma-x (cons 4 (cons 2 empty)) 5)
(cons 9 (cons 7 empty)))
(check-equal? (soma-x (cons 3 (cons -1 (cons 4 empty))) -2)
(cons 1 (cons -3 (cons 2 empty)))))

(define (soma-x ldn x)
(cond
[(empty? 1dn) empty]
[else
... (first ldn)
. X

... (soma-x (rest ldn) x) ... 1))
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Exemplo: soma x

Analisando os exemplos
;; ListaDeNimeros Nimero -> ListaDeNUmeros

;3 Produz uma nova lista somando x a cada elemento de ldn. definimos o caso em que a

(examples lista nao é vazia.
(check-equal? (soma-x empty 4)
empty)
(check-equal? (soma-x (cons 4 (cons 2 empty)) 5)
(cons 9 (cons 7 empty)))
(check-equal? (soma-x (cons 3 (cons -1 (cons 4 empty))) -2)
(cons 1 (cons -3 (cons 2 empty)))))

(define (soma-x ldn x)
(cond
[(empty? 1dn) empty]
[else
(cons (+ x (first 1ldn))
(soma-x (rest ldn) x))1))
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Exemplo: soma x

Verificagao: Ok.

Revisao: Ok.

48/95



Nimeros Naturais



Introducao

Um ndmero natural & atdbmico ou composto?

- Atomico quando usado em operacgoes aritméticas, comparacoes, etc

- Composto quando uma iteracao precisa ser feita baseado no valor do nimero
Se um ndmero natural pode ser visto como dado composto

- Quais sao as partes que compoe o nimero?

- Como (de)compor um nimero?
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Um nimero Natural é
- 0;ou
- (add1l n) onde n éum nimero Natural
Baseado nesta definicao, criamos um modelo para funcoes com nimeros naturais

(define (fn-para-natural n)
(cond
[(zero? n) ...]
[else
(... n
(fn-para-natural (subl n)))1))
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;3 as fungoes addl, subl e zero? sao pré-definidas

;; compde um novo natural a partir de um existente
;3 semelhante ao cons

> (addl 8)

9

;; decompde um natural

;3 semelhante ao rest

> (subl 8)

7

;; verifica se um natural é 0
;; semelhante ao empty?

> (zero? 8)

#f

> (zero? 0)

#t
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Exemplo: soma naturais

Dado um ndamero natural n, defina uma funcao que some os nimeros naturais menores ou

iguais a n.
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Exemplo: soma naturais

Especificacao

;; Natural -> Natural
;7 Soma todos os nimeros naturais de 0 até n
(examples

(check-equal? (soma-nat 0) 0)

(check-equal? (soma-nat 1) 1) ; (+ 1 0)
(check-equal? (soma-nat 3) 6)) ; (+ 3 (+ 2 (+ 1.0)))

(define (soma-nat n) 0)
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Exemplo: soma naturais

Implementacao: modelo.

;3 Natural -> Natural
;; Soma todos os nimeros naturais de 0 até n
(examples
(check-equal? (soma-nat 0) 0)
(check-equal? (soma-nat 1) 1) ; (+ 1 0)
(check-equal? (soma-nat 3) 6)) ; (+ 3 (+ 2 (+ 1.0)))
(define (soma-nat n)
(cond
[(zero? n) ...]
[else
(... n
(soma-nat (subl n)))1))
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Exemplo: soma naturais

Implementacao: o caso base

;3 Natural -> Natural
;; Soma todos os nimeros naturais de 0 até n
(examples
(check-equal? (soma-nat 0) 0)
(check-equal? (soma-nat 1) 1) ; (+ 1 0)
(check-equal? (soma-nat 3) 6)) ; (+ 3 (+ 2 (+ 1.0)))
(define (soma-nat n)
(cond
[(zero? n) 0]
[else
(... n
(soma-nat (subl n)))1))
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Exemplo: soma naturais

Implementagao: o outro caso.

;3 Natural -> Natural
;; Soma todos os nimeros naturais de 0 até n
(examples
(check-equal? (soma-nat 0) 0)
(check-equal? (soma-nat 1) 1) ; (+ 1 0)
(check-equal? (soma-nat 3) 6)) ; (+ 3 (+ 2 (+ 1.0)))
(define (soma-nat n)
(cond
[(zero? n) 0]
[else
(+n
(soma-nat (subl n)))1))
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Exemplo: lista de niUmeros

Dado um ndmero natural n, defina uma funcao que devolva (list 1 2 ... n-1 n).
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Exemplo: lista de niUmeros

Especificacao

;3 Natural -> ListaDeNUmeros
;3 Cria uma lista com os valores 1 2 ... n-1n
(examples
(check-equal? (lista-num 0) empty)
(check-equal? (lista-num 1) (cons 1 empty))
(check-equal? (lista-num 3) (cons 1 (cons 2 (cons 3 empty)))))
(define (lista-num n) empty)
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Exemplo: lista de niUmeros

Implementacao: modelo.

Natural -> ListaDeNUmeros

;3 Cria uma lista com os valores 1 2 ... n-1n
(examples
(check-equal? (lista-num 0) empty)
(check-equal? (lista-num 1) (cons 1 empty))
(check-equal? (lista-num 3) (cons 1 (cons 2 (cons 3 empty)))))
(define (lista-num n)
(cond
[(zero? n) ...]
[else
(... n
(lista-num (subl n)))1))
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Exemplo: lista de niUmeros

Implementacao: caso base

;3 Natural -> ListaDeNUmeros
;3 Cria uma lista com os valores 1 2 ... n-1n
(examples
(check-equal? (lista-num 0) empty)
(check-equal? (lista-num 1) (cons 1 empty))
(check-equal? (lista-num 3) (cons 1 (cons 2 (cons 3 empty)))))
(define (lista-num n)
(cond
[(zero? n) empty]
[else
(... n
(lista-num (subl n)))1))
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Exemplo: lista de niUmeros

Implementagao: o outro caso.

;3 Natural -> ListaDeNUmeros
;3 Cria uma lista com os valores 1 2 ... n-1n
(examples
(check-equal? (lista-num 0) empty)
(check-equal? (lista-num 1) (cons 1 empty))
(check-equal? (lista-num 3) (cons 1 (cons 2 (cons 3 empty)))))
(define (lista-num n)
(cond
[(zero? n) empty]
[else
(cons-fim n
(lista-num (subl n)))1))
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Exemplo: adiciona no final da lista

Especificacao para cons-fim.
;3 Nimero ListaDeNimeros -> ListaDeNUmeros

;3 Adiciona n ao final de ldn.
(define (cons-fim n 1dn) 1ldn)
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Exemplo: adiciona no final da lista

Especificacao para cons-fim.

;3 Nimero ListaDeNimeros -> ListaDeNUmeros
;3 Adiciona n ao final de ldn.
(examples
(check-equal? (cons-fim 3 empty) (cons 3 empty))
(check-equal? (cons-fim 1 (cons 3 (cons 4 empty)))
(cons 3 (cons 4 (cons 1 empty)))))
(define (cons-fim n 1dn) 1ldn)
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Exemplo: adiciona no final da lista

Implementacao: modelo.

Nimero ListaDeNumeros -> ListaDeNumeros

;3 Adiciona n ao final de ldn.
(examples
(check-equal? (cons-fim 3 empty) (cons 3 empty))
(check-equal? (cons-fim 1 (cons 3 (cons 4 empty)))
(cons 3 (cons 4 (cons 1 empty)))))
(define (cons-fim n 1ldn)
(cond
[(empty? ldn) ... n]
[else
(... (first 1ldn)
(cons-fim n (rest 1dn)))1))
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Exemplo: adiciona no final da lista

Implementacao: caso base

Nimero ListaDeNumeros -> ListaDeNumeros

;3 Adiciona n ao final de ldn.
(examples
(check-equal? (cons-fim 3 empty) (cons 3 empty))
(check-equal? (cons-fim 1 (cons 3 (cons 4 empty)))
(cons 3 (cons 4 (cons 1 empty)))))
(define (cons-fim n 1ldn)
(cond
[(empty? 1dn) (cons n empty)]
[else
(... (first 1ldn)
(cons-fim n (rest 1dn)))1))
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Exemplo: adiciona no final da lista

Implementagao: outro caso.

Nimero ListaDeNumeros -> ListaDeNumeros

;3 Adiciona n ao final de ldn.
(examples
(check-equal? (cons-fim 3 empty) (cons 3 empty))
(check-equal? (cons-fim 1 (cons 3 (cons 4 empty)))
(cons 3 (cons 4 (cons 1 empty)))))
(define (cons-fim n 1ldn)
(cond
[(empty? 1dn) (cons n empty)]
[else
(cons (first 1ldn)
(cons-fim n (rest 1dn)))1))
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Inteiros



As vezes queremos utilizar um caso base diferente de 0.

Podemos generalizar a definicao de nimero natural para incluir um limite inferior diferente de 0.
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Definicao Inteiro

Um namero Inteiro>=a é

- @; ou

- (addl n) onde n é um nimero Inteiro>=a
Modelo

(define (fn-para-inteiro>=a n)

(cond
[(<= na) ...]
[else
(... n

(fn-para-inteiro>=a (subl n)))1))
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Arvores binarias



Arvores binarias

Como podemos definir uma arvore binaria?
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Arvores binarias

Uma ArvoreBinariaDeN{meros é
- empty;ou

- (no Nimero ArvoreBinariaDeN{meros ArvoreBinariaDeNlmeros), onde no é
uma estrutura com os campos valor, esq e dir

Modelo

(define (fn-para-abdn t)

(cond
[(empty? t) ...]
[else
(... (no-valor t)

(fn-para-abdn (no-esq t))
(fn-para-abdn (no-dir t)))]))
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Exemplo: altura arvore

Defina uma funcao que calcule a altura de uma arvore binaria. A altura de uma arvore binaria é
a distancia entre a raiz e o seu descendente mais afastado. Uma arvore com um Unico no tem
altura 0.
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Exemplo: altura arvore

He t0 10

;; ArvoreBinariaDeN(meros -> Natural
(check-equal? (altura empty) ?)
(check-equal? (altura t0) 0)
(check-equal? (altura t1) 1)
(check-equal? (altura t2) 2)
(check-equal? (altura t3) 1)
(check-equal? (altura t4) 3)

(define (altura t)

(cond
[(empty? t) ...]
[else (... (no-valor t)

(altura (no-esq t))
(altura (no-dir t)))1))
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Exemplo: altura arvore

He t0 10
;; ArvoreBinariaDeN(meros -> Natural
(check-equal? (altura empty) -1)
(check-equal? (altura t0) 0)
(check-equal? (altura t1) 1)
(check-equal? (altura t2) 2)
(check-equal? (altura t3) 1)
(check-equal? (altura t4) 3)
(define (altura t)
(cond
[(empty? t) -1]
[else (addl (max
(altura (no-esq t))
(altura (no-dir t))))1))
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Listas aninhadas



Listas aninhadas

As vezes é necessario criar uma lista, que contenha outras listas, e estas listas contenham
outras listas, etc.

> (list 1 4 (list 5 empty (list 2) 9) 10)
"(1 4 (5 () (2) 9) 10)

Chamamos este tipo de lista de lista aninhada. Como podemos definir uma lista aninhada?
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Listas aninhadas

Uma ListaAninhadaDeNUmeros é
- empty;ou
- (cons ListaAninhadaDeNUmeros ListaAninhadaDeNlimeros)

- (cons Nimero ListaAninhadaDeNUmeros)

75/95



Listas aninhadas

;3 Modelo
#;
(define (fn-para-ladn 1ldn)
(cond
[(empty? 1dn) ...]
[(list? (first 1dn))
(... (fn-para-ladn (first 1ldn))
(fn-para-ladn (rest 1dn)))]
[else
(... (first 1dn)
(fn-para-ladn (rest 1dn)))1))
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Exemplo: soma*

Defina uma funcao que some todos os numeros de uma lista aninhada de nimeros.
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Exemplo: soma*

ListaAninhadaDeNimeros -> Ndmero

;; Devolve a soma de todos os elementos de ldn.
(examples
(check-equal? (soma* empty)
0)
(check-equal? (soma* (list (list 1 (list empty 3)) (list 4 5) 4 6 7))
30))
(define (soma* 1ldn)
(cond
[(empty? 1dn) ...]
[(list? (first ldn))
(... (soma* (first 1dn))
(soma* (rest 1dn)))]
[else
(... (first 1dn)
(soma* (rest 1dn)))1))
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Exemplo: soma*

ListaAninhadaDeNimeros -> Ndmero

;; Devolve a soma de todos os elementos de ldn.
(examples
(check-equal? (soma* empty)
0)
(check-equal? (soma* (list (list 1 (list empty 3)) (list 4 5) 4 6 7))
30))
(define (soma* 1ldn)
(cond
[(empty? 1dn) 0]
[(list? (first ldn))
(+ (somax (first 1ldn))
(somax (rest 1dn)))]
[else
(+ (first 1dn)
(soma* (rest 1dn)))1))
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Exemplo: aplaina

Defina uma funcao que aplaine uma lista aninhada, isto &, transforme uma lista aninhada em
uma lista sem listas aninhadas com os mesmos elementos e na mesma ordem da lista aninhada.
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Exemplo: aplaina

;; ListaAninhadaDeN(meros -> ListaDeNimeros
;; Devolve uma versao nao aninhada de ldn, isto é, uma lista com os mesmos
;; elementos de 1ldn, mas sem aninhamento.
(examples
(check-equal? (aplaina empty) empty)
(check-equal? (aplaina (list (list 1 (list empty 3)) (list 4 5) 4 6 7))
(list 1 3 4 5 4 6 7)))
(define (aplaina 1ldn)
(cond
[(empty? 1dn) ...]
[(list? (first 1dn))
(... (aplaina (first 1ldn))
(aplaina (rest 1dn)))]
[else
(... (first 1ldn)
(aplaina (rest 1dn)))1))
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Exemplo: aplaina

;; ListaAninhadaDeN(meros -> ListaDeNimeros
;; Devolve uma versao nao aninhada de ldn, isto é, uma lista com os mesmos
;; elementos de 1ldn, mas sem aninhamento.
(examples
(check-equal? (aplaina empty) empty)
(check-equal? (aplaina (list (list 1 (list empty 3)) (list 4 5) 4 6 7))
(list 1 3 4 5 4 6 7)))
(define (aplaina 1ldn)
(cond
[(empty? 1dn) empty]
[(list? (first 1dn))
(append (aplaina (first 1ldn))
(aplaina (rest ldn)))]
[else
(cons (first ldn)
(aplaina (rest 1dn)))1))
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Revisao



Revisao

Usamos tipos com autorreferéncias quando queremos representar dados de tamanhos
arbitrarios.

Usamos funcoes recursivas para processar dados de tipos com autorreferéncias.
Para ser bem formada, uma definicao com autorreferéncia deve ter:

Pelo menos um caso base (sem autorreferéncia): sao utilizados para criar os valores

iniciais

Pelo menos um caso com autorreferéncia: sao utilizados para criar novos valores a partir
de valores existentes

As vezes € interessante pensar em nimeros inteiros e naturais como sendo compostos e
definidos com autorreferéncia.
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Limitagoes



Cada tipo com autorreferéncia tem um modelo de funcao que podemos usar como ponto de
partida para implementar funcoes que processam o tipo de dado.

Embora o modelo seja um ponto de partida, em algumas situacoes ele pode nao ser Gtil.
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Considere o problema de verificar se uma lista de niimeros é palindromo (a lista tem os
mesmos elementos quando lida da direita para a esquerda e da esquerda para direita).

Para verificar se (list 5 4 1 4) é palindromo, o modelo sugere verificar se (list 4 1 4)
é palindromo.

Como a verificacdo se (list 4 1 &) é palindromo pode nos ajudar a determinar se
(list 5 4 1 &) é palindromo? Ou seja, a solugao para o resto pode nos ajustar a compor o
resultado para o todo? Nao...
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Nimero primo

Considere o problema de verificar se um nimero natural n é primo (tem exatamente dois
divisores distintos, 1 e n).

Para verificar se n = 13 € primo, o modelo sugere verificar se 12 € primo.

Como a verificacao se 12 é primo pode nos ajudar a determinar se 13 &€ primo? Nao pode...
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O problema nos dois casos € 0 mesmo: a solugao do problema original nao pode ser obtida a
partir da solucao do subproblema gerado pela decomposicao estrutural do dado.

Como fazemos nesse caso? Temos algumas opcoes:

- Redefinimos o problema de forma que a solucao para o subproblema estrutural possa ser
usado na construcao da solucao do problema original;

- Fazemos uma decomposicao em subproblema(s) de maneira ndo estrutural e utilizamos a
solucdo desse(s) subproblema(s) para construir a solucao do problema original;

- Criamos uma plano (sequéncia de etapas) para construir a solucdo sem necessariamente
pensar na decomposicao da entrada em subproblemas do mesmo tipo.
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Redefinicao do problema

Para o problema do ndmero primo, podemos rescrever o problema da seguinte forma: Dado
dois nimeros naturais n e a < n, projete uma funcao que determine a quantidade de divisores
de n que sao < a.

Se temos a quantidade de divisores de n que sao < a — 1, como obtemos a quantidade de
divisores de n que sao < a? Somando 1se a é divisor de n.

Como podemos utilizar essa funcao para determinar se um nimero n € primo? Com a expressao

(= (num-divisores n n) 2)
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Nimero primo

;3 Natural -> Boolean
;; Produz #t se n é um nimero primo, isto é, tem exatamente dois divisores distintos (1 e n).
;3 Produz #f caso contrario.
(examples
(check-equal? (primo? 1) #f)
(check-equal? (primo? 2) #t)
(check-equal? (primo? 6) #f)
(check-equal? (primo? 7) #t)
(check-equal? (primo? 10) #f))
(define (primo? n)
;3 Natural Natural -> Natural
;3 Calcula o nimero de divirores de n que sao <= a.
(define (num-divisores n a)
(cond
[(zero? a) 0]
[(= (remainder n a) 0) (addl (num-divisores n (subl a)))]
[else (num-divisores n (subl a))]))
(= (num-divisores n n) 2))
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Decomposi¢ao nao estrutural

Para o problema da lista palindromo, vamos considerar a entrada (list 4 1 5 1 4).

Como podemos obter um subproblema da entrada de maneira que a resposta para o
subproblema possa nos ajudar a compor a resposta para o problema original? Removendo o
primeiro e Gltimo elemento da lista.

Se sabemos que uma lista st sem o primeiro e o Gltimo elemento é palindromo, como
determinar se 1st é palindromo? Verificando se o primeiro e o Ultimo elemento de 1st sao

iguais.
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Palindromo 1

;; Lista -> Booleano
;3 Produz #t se lst é palindromo, isto é, tem os mesmos elementos
;3 quando lida da direita para esquerda e da esquerda para direita.
;3 Produz #f caso contrario.
(examples
(check-equal? (palindromo? empty) #t)
(check-equal? (palindromo? (list 2)) #t)
(check-equal? (palindromo? (list 1 2)) #f)
(check-equal? (palindromo? (list 3 3)) #t)
(check-equal? (palindromo? (list 3 7 3)) #t)
(check-equal? (palindromo? (list 3 7 3 3)) #f))
(define (palindromo? 1st)
(cond

[(empty? 1st) #t]

[(empty? (rest lst)) #t]

[else (and (equal? (first lst) (last 1lst))

(palindromo? (sem-extremos 1lst)))]))

Exercicio: Implemente a funcao sem-extremos e revise a funcao palindromo?.
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Decomposi¢ao nao estrutural

Funcoes recursivas que operam em subproblemas obtidos pela decomposicao estrutural dos

dados sao chamadas de fungoes recursivas estruturais.

Funcoes recursivas que operam em subproblemas arbitrarios (ndo estruturais) sao chamadas de

funcoes recursivas generativas.

O projeto de funcao recursivas generativas pode requerer um “insite” e por isso tentamos

primeiramente resolver os problemas com recursao estrutural.
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Ainda para o problema da lista palindromo, ao invés de pensarmos em decompor o problema
em um subproblema da mesma natureza, podemos pensar em um plano, uma sequencia de

etapas que resolva problemas intermediarios mas que gerem o resultado que estamos
esperando no final.

Por exemplo, podemos primeiramente inverter a lista e depois verificar se a lista de entrada e a
lista invertida sao iguais.

Note que para este caso precisariamos projetar duas novas funcgoes. Estas funcoes poderiam
ser implementadas usando recursao estrutural.
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Palindromo 2

;; Lista -> Booleano
;3 Produz #t se 1st é palindromo, isto &, tem os mesmos elementos
;3 quando lida da direita pra esquerda e da esquerda para direita.
;3 Produz #f caso contrario.
(examples
(check-equal? (palindromo? empty) #t)
(check-equal? (palindromo? (list 2)) #t)
(check-equal? (palindromo? (list 1 2)) #f)
(check-equal? (palindromo? (list 3 3)) #t)
(check-equal? (palindromo? (list 3 7 3)) #t)
(check-equal? (palindromo? (list 3 7 3 3)) #f))
(define (palindromo? 1st)
(equal? 1st (reverse 1lst)))

Note que usamos as func¢oes pré-definidas equal? e reverse. Como exercicio, implemente

essas fungoes.
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Referéncias

Basicas Complementares

- Videos Self-Reference - Segbes 21 (211 - 213) e 2.2 (2.21) do livro

- Videos Naturals SIlClE

- Capliulos 8 a 12 do livro HIpP - Secoes 3.9 da Referéncia Racket

- Secoes 2.3, 2.4 e 3.8 do Guia Racket + 5ecao 63 do livro TSPLA4
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