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Introducao

Uma rede G = (V, E) & um grafo orientado no qual cada aresta (u,v) € E
tem uma capacidade c(u,v) > 0

- Se G contém a aresta (u, v) ele ndo pode conter (v, u)
- Se (u,v) € E entdo c(u,v) =0
- Destacamos dois vértice s (fonte) e t (sumidouro)

- Para cada vértice v € V, temos s ~» v ~>» t
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Introducao

Um fluxo em G & uma fungdo f : V X V — R que satisfaz as seguintes

propriedades

- Restricao de capacidade: Para todo u,v €V,

0 < f(u,v) < c(u,v)

- Conservagao do fluxo: Paratodo u € V — {s, t}

Zf(v7 u) = Zf(u7v)

vev vev

A quantidade f(u, v) & chamada de fluxo entre u e v. Quando

(u,v) € E, ndo pode haver fluxo de u para v e portanto f(u,v) = 0
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Introducao

0 valor |f| do fluxo f é definido como

A= "s,v) =D flv,s)

vev vev

ou seja, o fluxo total que sai de s menos o fluxo total que entra em s.
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Exemplo

Edmonton Saskatoon

° = °
' Winnipeg
A :

14

Calgary Regina
(a) (b)

Vancouver 9
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Problema do fluxo maximo

Dado uma rede G, uma fonte s e um sumidouro t, o problema do fluxo

maximo consiste em encontrar um fluxo em G de valor maximo.
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Criando modelos

Arestas antiparalelas

- Suponha que a firma de caminhdes oferecesse para Lucky Puck a
oportunidade de transportar 10 engradados nos caminhdes indo de

Edmonton para Calgary

- Parecesse uma boa oportunidade, o problema é que isto viola a
restricao de que se (vq,v;) € E entdo (vo,v;) € E (as arestas (vi, v,)
e (v3,V;) sdo chamadas de antiparalelas)

- Transformamos em uma rede equivalente

- Escolhemos uma aresta, neste caso (v;,v,), e a dividimos adicionando
um V' substituindo a aresta (v, v,) pelas arestas (v;,V') e (V,v,)
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Criando modelos
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Criando modelos

Redes com multiplas fontes e sumidouros
- A empresa poderia ter mais que uma fabrica e mais que um deposito
Nao esta de acordo com a definicao de rede

- Transformamos em uma rede equivalente

- Adicionamos uma super fonte s e arestas com capacidade oo de s para

cada fonte original

- Adicionamos um super sumidouro e arestas com capacidade oo de

cada sumidouro original para o super sumidouro
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Criando modelos
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O método de Ford-Fulkerson

Chamamos de método e nao algoritmo pois engloba diversas
implementagdes com tempo de execucao diferentes.

Conceitos importantes utilizados por este e outro algoritmos de redes

- Rede residual
- Caminho de aumento

- Corte
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O método de Ford-Fulkerson

Ideia: incrementar iterativamente o valor do fluxo
- Comegamos com f(u,v) = 0 para todo u,v € G (portanto |f| = 0)

- A cada iteragao, aumentamos o valor do fluxo encontrado um

”

“caminho de aumento” na “rede residual” Gs

- O processo continua até que nenhum caminho de aumento é

encontrado

- O teorema do fluxo maximo e corte minimo garante que este processo

produz o fluxo maximo no término
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FORD-FULKERSON-METHOD

FORD-FULKERSON-METHOD(G, S, t)

1 Iniciar o fluxo fcom 0

2 while existe um caminho de aumento p na rede residual Gr
3 aumente f ao longo de p
4

return f
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Redes residuais

Intuitivamente, uma rede residual Gy de uma rede G e um fluxo f consiste de
arestas com capacidades que representam como o fluxo das arestas de G

podem ser alterados

- O fluxo em uma aresta pode aumentar ou diminuir
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Redes residuais

Seja G = (V, E) uma rede com fonte s e sumidouro t, f um fluxo em G e
u,veyVv

- A capacidade residual ¢¢(u, v) é definida como

c(u,v) — flu,v) se(u,v) €EE
cr(u,v) = < flv,u) se (v,u) € E

0 caso contrario

- Arede residual de G induzida por f & Gs = (V, Ef), onde

Er={(u,v) € VxV:ceu,v) >0} e|E| < 2E]
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Exemplo de rede residual
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Redes residuais

Se fé um fluxo em G e f & um fluxo na rede residual Gy correspondente,
definimos f 1 f, 0 aumento do fluxo f por f, como sendo a funcao
VxV—R

flu,v) + 7 (u,v) = f(v,u) se(u,v) €E

0 caso contrario

(fo’)(u,v) =

Esta definicao reflete o proposito da forma que fizemos a definicao de rede
residual: descrever como o fluxo pode ser alterado em uma aresta. O fluxo

entre (u,v) aumenta por f'(u,v) mas diminui por f' (v, u).
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Redes residuais

Lema 261

Seja G = (V, E) uma rede com fonte s e sumidouro t e seja f um fluxo em G.
Seja Gy uma rede residual de G induzida por fe seja f um fluxo em Gr. Entao
a funcdo f 1 f definida na equacdo (26.4) & um fluxo em G com valor

F 11 = 1A+ If|-
Prova

Vista em sala (veja o livro).
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Caminho de aumento

Dado uma rede G = (V, E) e um fluxo f, um caminho de aumento p & um

caminho simples de s para t na rede residual Gy.

O valor maximo que pode ser aumentado no fluxo de cada aresta no
caminho de aumento p é chamado capacidade residual de p, e & dado por

¢cf(p) = min{ce(u,v) : (u,v) esta em p}
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Caminho de aumento

Lema 26.2

Seja G = (V, E) uma rede, fum fluxo em G e p um caminho de aumento em

Gr. Seja a fungao f, : V X V — R, definida como

cs(p) se (u,v)estaemp
PRI CORE Y

0 caso contrario

Entao, f, & um fluxo em Gy com valor |f,| = ¢¢(p) > 0.
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Caminho de aumento

Corolario 26.3

Seja G = (V, E) uma rede, f um fluxo em G e p um caminho de aumento em
Gy. Seja a funcao f, como definido na equacdo (26.8) e suponha que nos
aumentamos f por f,. Entdo a funcdo f 1 f, € um fluxo em G com valor

Pt fol = 1A + 1ol > 111

Prova

A partir dos lemas 261 e 26.2.
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Exemplo de caminho de aumento
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Corte de rede

Um corte (S, T) de uma rede G = (V, E) é uma particdo de Vem S e
T=V-—StalqueseSeteT

- Se f & um fluxo, entdo o fluxo liquido f(S, T) através do corte (S, T) é
definido como

f(s,T) = Z Zf(u, v) — Z Zf(v, u)

ues veT UES veT

- A capacidade do corte (S,T) &

c(s,7) = Z Z c(u,v)

ues veT

- Um corte minimo de uma rede é um corte que tem capacidade

minima entre todos os cortes da rede
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Exemplo de corte
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Corte de rede

Lema 26.4

Seja fum fluxo em uma rede G com fonte s e sumidouro t, e seja (S, T)

qualquer corte de G. Entdo o fluxo liquido através do corte (S, T) é

f(s,7) = Ifl.
Prova

Vista em sala (veja o livro).
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Corte de rede

Corolario 26.5

O valor do fluxo f em uma rede G é limitado superiormente pela capacidade
de qualquer corte de G.

Prova

Vista em sala (veja o livro).
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Teorema do fluxo maximo e corte minimo

Teorema 26.6
0 valor do fluxo maximo é igual a capacidade de um corte minimo.

Seja f um fluxo em uma rede G = (V, E) com fonte s e sumidouro t, entdo

as seguintes condicoes sao equivalentes:
1. féum fluxo maximo em G
2. Arede residual Gy nao contém nenhum caminho de aumento
3. |f] = ¢(S,T) para algum corte (S,T) de G

Prova

Vista em sala (veja o livro)
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Algoritmo basico de Ford-Fulkerson

Lembrando o método de Ford-Fulkerson...

Em cada iteracao algum caminho de aumento p é encontrado e utilizado

para modificar o fluxo f.

O fluxo f é ser substituido por f 1 f,, gerando um novo fluxo com valor

Al + If).

Quando nao existe mais caminho de aumento, f € maximo
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Algoritmo basico de Ford-Fulkerson

Como atualizar o fluxo em cada arestas?

- Cada aresta residual em p € uma aresta na rede original ou uma

aresta contraria na rede original
Fluxo é adicionado se a aresta é a original

Fluxo € removido se a aresta € contraria
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Algoritmo basico de Ford-Fulkerson

FORD-FULKERSON(G, S, t)

1 for (u,v) € G.E

2 (u,v).f=0

3 while existe um caminho p de s at em Gy

4 ¢f(p) = min{ce(u,v) : (u,v) esta em p}
5 for (u,v) € p

6 if (u,v) €E

7 (u,v).f = (u,v).f+ ct(p)

8 else

9 (vyu).f=(v,u).f — ct(p)

10 return f
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Exemplo de execugao
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Exemplo de execugao
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Algoritmo basico de Ford-Fulkerson

Analise do tempo de execucao
- Depende de como o caminho p é escolhido

- Vamos supor que todas as capacidades sejam inteiras
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Algoritmo basico de Ford-Fulkerson

Analise do tempo de execucao

- Seja f* o fluxo maximo na rede residual

- Entdo, o lago while das linhas 3-8 executa no maximo |)"k , isto porque o valor

do fluxo aumenta em pelo menos uma unidade em cada iteracao

- 0O contetdo dentro do while pode ser executado de forma eficiente se
escolhermos a estrutura correta para representar a rede e se o caminho de
aumento for encontrado em tempo linear

- Manter um grafo 6’ = (V, £/), onde
£ ={(u,v) : (u,v) € Eou(v,u) € £}

- Encontrar o caminho de aumento com DFS ou BFS, tempo
o(v+E)=0(E)

- Cada iteragao demora O(E)

- Portanto, o tempo de execucdo do algoritmo & O(E|f*|)

34/37



Exemplo ruim

(a) (b) (©)
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Algoritmo de Edmonds-Karp

0 algoritmo de Edmonds-Karp utiliza busca em largura para encontrar o

caminho de aumento p

- Escolher o menor caminho entre s e t, sendo que o tamanho do

caminho @ o nimero de arestas no caminho

- Executa em O(VE?)
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