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Introducao

- Dado um grafo conexo ndo orientado G = (V, E) e uma funcao peso
w: E— R, queremos encontrar um subconjunto aciclico T C E que

conecte todos os vértices de G e cujo peso total

seja minimizado

- Como T é aciclico e conecta todos os vértices, T forma uma arvore, que

chamamos de arvore geradora minima (AGM ou MST em inglés)
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Introducao

Exemplo de uma AGM

Propriedades de uma AGM
- Tem |V| — 1 arestas
- Nao tem ciclos

- Pode nao ser Unica
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Introducao

- O problema da arvore geradora minima consiste em encontrar uma

AGM de uma dado grafo com pesos nas arestas

- Veremos dois algoritmos gulosos para resolver este problema
- Algoritmo de Kruskal

- Algoritmo de Prim
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Como construir uma arvore geradora minima

Como construir uma arvore geradora minima? Uma aresta de cada vez!
Comecamos com um conjunto vazio A

Em cada etapa, determinamos um aresta (u, v) que pode ser

adicionada a A, de forma a manter a seguinte invariante

- Antes de cada iteragao, A € um subconjunto de alguma arvore geradora

minima

- Aaresta (u, v) é chamada de aresta segura para A

5/45



Como construir uma arvore geradora minima

GENERIC-MST(G, w)
A=0

while A nao forma uma arvore geradora

A=AU{(u,v)}

]
2
3 encontre uma aresta (u, v) que seja segura para A
4
5 return A
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Como construir uma arvore geradora minima

Vamos fornecer uma regra para reconhecer arestas seguras, mas antes

precisamos de algumas definicoes. SejaS C Ve A C E

Um corte (S,V — S) de um grafo ndo orientado G = (V, E) é uma

particao de V

Uma aresta (u,v) € E cruza o corte (S,V — S) se um de seus

extremos estaem SeooutroemV — S

Um corte respeita o conjunto A de arestas se nenhuma aresta em A

Cruza o corte

Uma aresta € uma aresta leve cruzando um corte se seu peso é o

minimo de qualquer aresta que cruza o corte
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Como construir uma arvore geradora minima
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Como construir uma arvore geradora minima

Teorema 23.1
Seja G = (V, E) um grafo conexo nao orientado com uma fungéo peso w de

valor real definido em E. Seja A um subconjunto de E que esta incluido em
alguma arvore geradora minima de G, seja (S, vV — S) qualquer corte de G
que respeita A e seja (u, v) uma aresta leve cruzando (S,V — S). Entdo a

aresta (u, v) & segura para A.
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- Seja T uma AGM que inclui A
- Se T contém (u, v), & claro que (u, v) é segura para A
- Se T nao contém (u, v), construimos outra AGM T' que inclui

AU {(u,v)} (feito em sala, veja o livro)
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Como construir uma arvore geradora minima

Corolario 23.2
Seja G = (V, E) um grafo conexo nao orientado com uma fungéo peso w de

valor real definido em E. Seja A um subconjunto de E que esta incluido em
alguma arvore geradora minima de G, e seja C = (V¢, Ec) um componente
conexo (arvore) na floresta G, = (V, A). Se (u,v) & uma aresta leve
conectando C a algum outro componente em Gy, entdo (u, v) € segura para
A.

Prova
Tomamos S = V¢ no teorema 2311
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Algoritmo de Kruskal

Baseia-se diretamente no algoritmo genérico
Inicialmente cada vértice esta em sua propria componente (arvore)

De todas as arestas que conectam duas arvores quaisquer na floresta,
uma aresta (u, v) de peso minimo é escolhida. A aresta (u,v) é

segura para alguma das duas arvores
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Algoritmo de Kruskal

- A questao principal & como gerenciar as arvores (verificar se dois

vértices estao na mesma arvore e juntar duas arvores)
Utilizamos uma estrutura de dados de conjuntos disjuntos

- Cada conjunto contém os vertices de uma arvore da floresta atual
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Algoritmo de Kruskal
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Algoritmo de Kruskal
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Algoritmo de Kruskal
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Algoritmo de Kruskal
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Algoritmo de Kruskal
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Algoritmo de Kruskal
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Algoritmo de Kruskal
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Algoritmo de Kruskal
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Algoritmo de Kruskal
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Algoritmo de Kruskal
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Algoritmo de Kruskal
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Algoritmo de Kruskal
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Algoritmo de Kruskal
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Algoritmo de Kruskal
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Algoritmo de Kruskal

MST-KRUSKAL(G, w)

1 A=0

2 forve GV

3 MAKE-SET(V)

4 ordenar em ordem nao decrescente as arestas de E pelo peso w
5 for (u,v) € E na ordem obtida anteriormente

6 if FIND-SET(u) # FIND-SET(v)

7 A=AU{(uv)}

8 union(u, v)

9 returnA
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Analise do algoritmo de Kruskal

- A ordenacao das arestas na linha 4 tem tempo O(E1g E)
- Operacbes com conjuntos disjuntos (depende da implementacao,
supomos a implementacao da secao 21.3)

- 0 laco das linhas 5 a 8 executa O(E) vezes FIND-SET e UNION.
Juntamente com as |V| operagdes MAKE-SET, elas tém tempo
O((V + E)a(V)), onde v & uma fungao de crescimento muito lento

- Pelo fato de G ser conexo, temos que |E| > |V| — 1, portanto o tempo

com operacdes com conjuntos disjuntos & O(Ex(V))

- Além disso, a(|v]) = 0(lg V) = 0(lgE), e portanto o tempo total das
operagées com conjuntos disjuntos & O(Elg E)
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Analise do algoritmo de Kruskal

- Somando o custo de ordenagao e o custo das operacoes com
conjuntos disjuntos, temos O(E 1g E). Observando que |E| < V2,
temos que lg |E| = 0(lg V), e portanto, o tempo de execucao do
algoritmo & O(Elg V)
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Algoritmo de Prim

Baseia-se diretamente no algoritmo genérico
- As arestas do conjunto A formam uma (nica arvore

- Aarvore comega com uma raiz arbitraria r e aumenta até alcancgar

todos os vértices em V

Para cada vértice v, mantemos dois atributos, v.chave = W(v, u) e
v.m = u, onde (u,v) é uma aresta de peso minimo que conecta v a
um vértice de V (o vértice u). Usamos v.chave = 0o se nao existe tal

aresta

Em cada passo, um vértice v com a menor chave € adicionado a arvore

junto com a aresta (v., v)
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Algoritmo de Prim

- A questao principal para implementar o algoritmo de Prim de forma
eficiente é tornar facil a selecao de uma nova aresta a ser adicionada

a arvore

- Usamos uma fila de prioridades
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Algoritmo de Prim
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Algoritmo de Prim
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Algoritmo de Prim
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Algoritmo de Prim
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Algoritmo de Prim
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Algoritmo de Prim
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Algoritmo de Prim
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Algoritmo de Prim
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Algoritmo de Prim
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Algoritmo de Prim

Analise do tempo de execucao

MST-PRIM(G, w, r)

1

O OV 00 N O U1 P~ WwW N

- =
o

foru € G.V
u.chave = 0o
U.TT = NIL
r.chave = 0
Q=G.V
while Q # ()
u = EXTRACT-MIN(Q)
for v € G. Adj[u]
if v € Qew(u,v) < v.chave
V. = U

v.chave = w(u, v)

- Ainicializacao nas linhas de 1a 3 tem tempo

o(v)

- Adinicializagao da fila na linha 4 requer |V|

operagdes INSERT na fila (ou pode ser feito com
uma (nica operagao CREATE)

- A operagao EXTRACT-MIN é executada uma vez

para cada vértice

- 0 laco for das linhas 8 a 11 & executado no total

O(E) vezes
O teste de pertinéncia da linha 9 pode ser
implementa em tempo constante usando
um atributo no veértice
- Aatribuicao na linha 11 envolve uma
operacao implicita de DECREASE-KEY
Portanto, o tempo de execugao total &
0(V) X O(INSERT) + O(V) X O(EXTRACT-MIN) +

O(E) X O(DECREASE-KEY) 12/45



Analise do algoritmo de Prim

Podemos utilizar diversas implementacao para a fila de prioridades
- Arranjo

- CREATE inicializa um arranho com todos os vértices, O(V)

- DECREASE-KEY n&o faz nada, portanto 0(1)

-+ EXTRACT-MIN, faz uma busca linear no arranjo e remove o vértice com
menor chave, tempo O(V)

- Heap (Secéo 6.5)
- Heap de Fibonacci (Capitulo 19)

- Interesse teorico, na pratica é superado pelo Heap
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Analise do algoritmo de Prim

Tempos das operagoes

Operacao Arranjo  Heap Heap de Fibonacci

CREATE o(v) o(v) o(v)
EXTRACT-MIN  O(V) o(lgVv) 0o(lgV) (amortizado)
DECREASE-KEY ~ O(1) o(lgVv) 0(1) (amortizado)

Tempo de MST-PRIM

Tempo Arranjo  Heap Heap de Fibonacci

Grafo qualquer O(V?)  O(ElgVv) O(E+VvigV)
Grafo denso o(v?)  o(Vlgv) o(v)
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