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Arvores



Arvores

» Arvores s3o estrutura de dados utilizadas para representar
relaces hierdrquicas
» Arvores s3o mais gerais do que listas encadeadas
» Uma arvore é
> vazia; ou

» um ndé com um valor e uma lista de subarvores

» Exemplo de arvore (estrutura organizacional parcial da UEM)
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Arvores

» Se x é uma arvore é y é uma subarvore de x, x é paide y e y
é filho de x

» Um né x, é descendente de um né xp (e xo é ancestral de
Xp) se existe nds x1, X2, -+ , X, tal que x; é pai de x;11 para
0 < i< n-—1, ou seja, existe um caminho de xp para x,

» A raiz de uma arvore é o ancestral de todos os nés da arvore

» O grau de um né é a quantidade de subdrvores n3o vazias
deste nd

» Um né de grau zero é chamado de folha ou terminal
» Os nds que n3o sdo folhas s3o chamados de nés internos

» A altura de um né x é a distancia entre x e o seu
descendente mais afastado. A altura de uma folha é 0

A altura de uma arvore ¢ a altura da raiz da arvore

v



Arvores

A é a raiz da arvore

A é paide CeCéfilho de A
Os descentes de C sdo J, E, F
AalturadeCé2edeDén0
A altura da arvore é 3
OgraudeAé3edeWéO
J, F, D e Ws3o folhas

A, C, E e H s30 nds internos
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Arvores binarias

» Uma drvore bindria é um 4arvore em que cada né tem no
maximo dois filhos, um filho a esquerda e outro a direita

» Uma arvore binaria é

» vazia; ou
» um né com um valor, um subdrvore binaria a direita e uma
subarvore binaria a esquerda

» Exemplo

A
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Arvores binarias de busca

» Um arvore binaria de busca é uma arvore bindria em que
cada né x satisfaz a seguinte propriedade: o valor de x é

» maior ou igual ao valor de qualquer né na subarvore a

esquerda de x
» menor ou igual ao valor de qualquer né na subdrvore a direita

de x
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Arvores binarias de busca

» Exemplo

» Se substituirmos 6 por 9, a arvore deixa de satisfazer a
propriedade, deixando assim de ser uma arvore binaria de
busca
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Arvores binarias de busca

» Vamos implementar algoritmos de insercdo, busca e remoc¢ao
(entre outros)

» Vamos definir uma classe para representar um No e uma classe
para representar uma arvore binaria de busca



Arvores binarias de busca

class No(Struct):
)20
Representa um né em uma drvore bindria
valor : Qualquer - Tepresenta o valor mo no
esq : No - representa a subdrvore a esquerda
dir : No - representa a subdrvore a direita

def __init__(self, valor, esq, dir):
self.init(valor, esq, dir)
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Arvores binarias de busca

class ArvoreBB(Struct):
200
Representa uma drvore bindria de busca (ABB). Uma ABB é wuma
arvore com a seguinte propriedade:
Seja = uma né na ABB. Se y € um né na subdrvore a
esquerda de =, entdo y.valor <= z.wvalor. Se y é uma
né na subdrvore a direira de x, entdo y.valor >= z.valor
Campos
_ratz : No - representa a ratz da drvore
220
def __init__(self):
self.init ()
self._raiz = None
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Arvores bindrias de busca / Busca

» Buscar um elemento x na arvore
> ldeia

Se a raiz é None, entdo x n3o estd na arvore
Se x é o valor armazenado na raiz, entdo x estd na arvore
Se x é menor que o valor armazenado na raiz, faga a busca na
subarvore a esquerda

» Se y é maior que o valor armazenado na raiz, faca a busca na
subdrvore a direta

» Anilise do tempo de execucdo

» No pior caso, a busca serd feita até a folha mais distante da
raiz e o elemento n3o sera encontrado

» O quantidade de nds no caminho até a folha mais distante é 1
menos que a altura da arvore

» Portanto, o tempo de execugdo é O(h), onde h é a altura da
arvore
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Arvores bindrias de busca / Busca

def _busca(self, v):
220
ArvoreBB, (ualquer —-> No
Se v estd na drvore, devolve o né que contém v,
caso contrdrio devolve None.

Veja os exemplos de
220

__contains__.
p = self._raiz
while p != None:
if v == p.valor:
return p
elif v < p.valor:
P = Pp-.esq
else:
p = p.dir
return None
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Arvores bindrias de busca / Busca

def __contains__(self, v):
270
ArvoreBB, Qualquer -> Boolean
Devolve True se v estd na drvore, False caso contrdrio.
Ezemplos: veja 0 arquivo arvores.py
2200
p = self._busca(v)
return p != None
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Arvores bindrias de busca / Insercdo

> Ideia

» Procurar o lugar correto para o novo valor de forma a manter
a propriedade de drvore bindria de busca

» Andlise do tempo de execucio

» No pior caso, a insercdo serd feita na folha mais distante da
raiz

» O quantidade de nds no caminho até a folha mais distante é 1
menos que a altura da arvore

» Portanto, o tempo de execugdo é O(h), onde h é a altura da
arvore

18 /32



Arvores bindrias de busca / Insercdo

» Os nds claros representam o caminho seguido até encontrar a
posicdo onde o novo item deve ser inserido

> A linha tracejada indica a nova ligacdo criada na arvore
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Arvores bindrias de busca / Insercdo

def insere(self, v):

220
ArvoreBB, Qualquer -> Nome
Insere v ma arvore.
Ezemplos: veja o arquivo arvores.py
220
p = None
# procura o local da insergdo
x = self._raiz
while x != None:

P=x

if v < x.valor:

X = x.esq
else:
x = x.dir

t = No(v, None, None)
if p == None: # estava vazia

self._raiz = t
elif v < p.valor:

p.esq = t
else:

p.dir = t 20/32



Arvores bindrias de busca / Remog&o

» |deia da remoc¢do de um né z

» Se z n3o tem filho, entdo apenas modifica-se o pai
substituindo z por None

» Se z tem apenas um filho, ent3o elevar o filho para tomar o
lugar de z alterando o pai de z para substituir z pelo seu filho

» Se z tem dois filhos, entdo encontra-se o sucessor y de z, que
estd na subarvore a direita, e y toma a posicdo de x na arvore.
O resto da subdrvore a direita original de z torna-se a
subarvore a direita de y e a subarvore a esquerda de z torna-se
a subdrvore a esquerda de y

> Sucessor de um né z é um né y tal que o valor armazenado no
né y é o menor valor maior que o valor armazenado em z, ou
seja, y € o né com o préximo valor em ordem ordem crescente
depois do valor de z

> Andlise do tempo de execucdo

» Semelhante a busca e inser¢do
» O tempo de execucdo é O(h), onde h é a altura da drvore



Arvores bindrias de busca / Remog&o

» Exemplo: remog¢ao de um né sem filhos
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Arvores bindrias de busca / Remog&o

» Exemplo: remogdo de um né com 1 filho
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Arvores bindrias de busca / Remog&o

» Exemplo: remog¢ao de um né com 2 filhos

2 y —>9 12 y €& o sucessor de z
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Arvores bindrias de busca / Remog&o

def _remove_no(self, z):
220
ArvoreBB, No -> None
Remove o né z da drvore.

Veja os exemplos de remove.
270

if z.esq == None:
self._transplanta(z, z.dir)
elif z.dir == None:
self._transplanta(z, z.esq)
else:

y = self._no_minimo(z.dir)
p = self.pai(y)
if p != z:
self._transplanta(y, y.dir)
y.dir = z.dir
self._transplanta(z, y)
y.esq = z.esq
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Arvores bindrias de busca / Remog&o

def _transplanta(self, u, v):
220
ArvoreBB, No, No -> None
Altera o pati de u para ter como filho o v no lugar do wu.
Se u ndo tem pai, entdo v passa a ser a ratz da drvore.
Veja os exzemplos de remove.
220
if self._raiz == u:
self. _raiz = v
else:
p = self.pai(u)
if p.esq == u:
p.esq = Vv
else:

|
<

p.dir =
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Tempo de execucao

>

Uma arvore bindria é balanceada se, em cada um de seus
nds, as subdrvores esquerda e direita tem aproximadamente a
mesma altura

Uma 4arvore binaria balanceada com n nds tem altura préxima
de logy n

Portanto, em uma arvore bindria de busca balanceada, o
tempo de execugdo das operagdes de busca, insercdo e
remogdo é O(log, n)

A altura maxima de uma arvore bindria com n nés é n — 1 (se
a arvore for como uma lista)

Portanto, em uma arvore bindria de busca no pior caso o
tempo de execucdo das operacdes de busca, insercao e
remogdo é O(n)

Desta forma é necessario manter a arvore balanceada apds
insercdo e remocao para manter o tempo de execucdo das
operagdes em O(log, n)
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Arvores AVL

» Uma arvore AVL é uma arvore binaria de busca
auto-balanceada

» A altura de cada subarvore de um né qualquer difere de no
maximo 1

> As operagdes de balanceamento, busca, inser¢do e remocao
tem tempo de execugdo O(log, n)
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