O estudo utilizando apenas este material
nao é suficiente para o entendimento do

contelldo. Recomendamos a leitura das
referéncias no final deste material e a
resoluc;ao (por parte do aluno) de todos os

exercicios indicados.
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Introducao

» Um componente fortemente conexo (SCC) de um grafo
orientado G = (V/, E) é um conjunto méaximo de vértices
C C V, tal que, para todo par de vértice u e v

> U~V

> vV~ U

a b e d
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Componentes fortemente conexos

» O algoritmo para identificar componentes fortemente conexos
utiliza o grafo transposto de G
» GT =(V,ET),ET ={(u,v) : (v,u) € E}
» GT é G com todas as arestas invertidas
» G pode ser calculado em tempo O(V + E) para a
representacdo de lista de adjacéncias
G e G' tem os mesmos SCC's
> Veja o exercicio 22.1-3

v



Grafo de componentes

» Grafo de componentes
> GSCC — (\/SCC, ESCC)
» V/5€C tem um vértice para cada SCC em G
» ESCC contém uma aresta se existe uma aresta correspondente

entre os SCC's de G
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Grafo de componentes

» Lema 22.13

» G ¢ um gao

» Sejam C e C’' SCC distintos em G, seja u,v € C e seja
u',v' € C'. Suponha que exista um caminho u ~~ u’ em G.
Ent3o, n3o pode existir um caminho v/ ~ v em G

» Prova: Suponha que exista um caminho v/ ~» v em G. Ent3o
existem caminhos u ~~ u’ ~ v/ e v/ ~» v ~ uem G.
Portanto, u e v’ s3o acessiveis um a partir do outro, e n3o
podem estar em SCC separados

19



Procedimento strongly-connected-components

strongly-connected-components (G)

1 chamar DFS(G) para calcular o tempo de término u.f
para cada vértice u

2 calcular GT

3 chamar DFS(GT) mas, no lago principal de DFS,
considerar os vértices em ordem decrescente
de u.f

4 os vértices de cada arvore na floresta primeiro
na profundidade formada na linha 3 formam um
componente fortemente conexo

19



Exemplo de execucao

(b)
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Andlise do tempo de execucdo do
strongly-connected-components

v

O tempo do dfs das linhas 1 e 3 é ©(V + E)

Conforme os vértices sdo terminados na chamada do dfs da
linha 1, os vértices sdo inseridos na frente de uma lista ligada
(O(1)), como cada vértice é inserido apenas uma vez, o
tempo total de operagdes de inser¢bes é O(V)

v

v

O tempo para calcular o grafo transposto na linha 2 é
O(V+E)
Portanto, o tempo de execugdo do algoritmo é O(V + E)

v
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Corretude do strongly-connected-components

> ldeia
» Considerando os vértices na segunda execu¢do do DFS na
ordem decrescente dos tempos de términos obtidos na primeira
execucdo do DFS, estamos visitando os vértices do grafo de
componentes na ordem topoldgica

» Vamos definir duas questdes de notacdo
» As referéncias a u.d e u.f se referem aos valores do primeiro
DFS

» Para um conjunto U C V/, definimos
» d(U) = min,cy{u.d} (tempo de descoberta mais antigo)
> f(U) = maxycu{u.f} (tempo de término mais recente)
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Corretude do strongly-connected-components

» Lema 22.14
» Sejam C e C’ SCC distintos em G = (V, E). Suponha que
exista uma aresta (u,v) € E, tal que u € C e v € C'. Entdo
F(C) > F(C")
» Corolario 22.15

» Sejam C e C’ SCC distintos em G = (V, E). Suponha que
exista uma aresta (u,v) € ET, talque u € C e v € C'. Entdo
F(C) < F(C")

19



Corretude do strongly-connected-components

> Teorema 22.16: strongly-connected-components (G)
calcula corretamente os SCC de um grafo orientado G

» A segunda DFS, comega com um SCC C tal que f(C) é
maximo

» Seja x € C o vértice inicial, a segunda DFS visita todos os
vértices de C. Pelo corolario, como f(C) > f(C’) para todo
C # (C’, ndo existe aresta de C para C’. Logo, a DFS visita
apenas os vértices de C (descobrindo este SCC)

» A préxima raiz escolhida na segunda DFS estd em um SCC ('
tal que f(C’) é maximo em relac3o a todos os outros SCC
(sem considerar C). A DFS visita todos os vértices de C’, e as
(nicas arestas fora de C’ vdo para C, cujo os vértices ja foram
visitados

» O processo continua até que todos os vértices sejam visitados

» Cada vez que uma raiz é escolhida pelo segunda DFS, ele s6
pode alcancar

> vértices no SCC dele (através de arestas da arvore)
> vértices que ja foram visitados na segunda DFS
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Exercicios

> 22.5-1 a225-7

14 /19



Exercicios

22.5-1

22.5-2

De que maneira o niimero de componentes fortemente conexos
de um grafo se altera se uma nova aresta é adicionada?

Mostre como o procedimento
strongly-connected-components funciona sobre o grafo
da figura 22.6. Especificamente, mostre os tempos de término
calculados na linha 1 e a floresta produzida na linha 3.
Suponha que o laco das linhas de 5 a 7 de dfs considere os
vértices em ordem alfabética e que as listas de adjacéncias
estejam em ordem alfabética.

Figure 22.6 A directed graph for use in Exercises 22.3-2 and 22.5-2.
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Exercicios

22.5-3 O professor Bacon afirma que o algoritmo para componentes
fortemente conexos pode ser simplificado pelo uso do grafo
original (em lugar do transposto) na segunda chamada do dfs
e pela varredura dos vértices na ordem crescente dos tempos
de término. Este algoritmo sempre produz resultados corretos?

22.5-4 Prove que para qualquer grafo orientado G, temos
((GT)>C)T = GCC Isto &, a transposta do grafo de
componentes de GT é igual ao grafo de componentes de G.

16 /19



Exercicios

22.5-5

22.5-6

Fornega um algoritmo de tempo O(V + E) para calcular o
grafo de componentes de um grafo orientado G(V/, E).
Certifique-se de que existe no maximo uma aresta entre dois

vértices no grafo de componentes que o seu algoritmo produz.

Dado um grafo orientado G = (V/, E), explique como criar
outro grafo G’ = (V, E’) tal que, G’ tenha os mesmos
componentes fortemente conexos que G, G’ tenha o mesmo
grafo de componentes que G e E’ seja t3o pequeno quanto
possivel. Descreva um algoritmo rapido para calcular G'.
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Exercicios

22.5-7 Um grafo orientado G = (V/, E) é semiconexo se, para todos
os pares de vértice u,v € V, temos u ~» v ou v ~ u. Forneca
um algoritmo eficiente para determinar se G é ou ndo
semiconexo. Prove que seu algoritmo é correto e analise o seu
tempo de execuc3o.
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Referéncias

» Thomas H. Cormen et al. Introduction to Algorithms. 3
edition. Capitulo 22.5.
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