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Introducao

» Dado um grafo orientado G = (V, E) e uma fung3o peso
w : E — R, queremos encontrar, para todo par de vértices
u,v € V, o caminho mais curto (de peso minimo) de u até v

Introducao

» Podemos resolver este problema aplicando um algoritmo de
caminhos mais curtos de dnica origem |V/| vezes, uma vez
para cada vértice

> Dijkstra (sem arestas com pesos negativos)
> Arranjo linear: O(V?® + VE) = O(V?)
> Heap binario: O(VE g V), se o grafo é denso O(V*Ig V)
> Heap de fibonacci: O(V2lg V + VE), se o grafo é denso
o(v?)
» Bellman-Ford (grafos gerais)
» O(VZ2E), se o grafo é denso O(V*)

> Veremos um algoritmo O(V3) que ndo usa nenhuma estrutura
de dados especial
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Introducao

» Considera¢cdes
> Supomos que ndo existem ciclos de pesos negativos
> Os vértices estdo numerados como 1,2,3,...,n, onde n=|V/|

» Entrada

» Uma matriz Wn x n que representa os pesos das arestas. Isto
é, W = w;, onde

0 sei=j
wjj = { o peso da aresta (i,j) sei#je(i,j)€E
- sei#je(i))gE

> Saida
» Matriz Dn x n = dj;, onde a entrada dj; contém o peso do
caminho mais curto do vértice i até o vértice j, ou seja,
dj = 6(i.J)
> Matriz predecessora n x n = m;;, onde 7;; é o vértice
predecessor de j em um caminho mais curto a partir de i

Baseado em multiplicacdo de matrizes

> N3o estudaremos este algoritmo

O algoritmo de Floyd-Warshall

» Algoritmo de programagio dinidmica com tempo ©(V3)
> Para um caminho p = (vi, v, ..., V), um vértice
intermediario é qualquer vértice de p que n&o seja v ou v;
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O algoritmo de Floyd-Warshall

» Considere um menor caminho i v%j com todo os vértices
intermediarios em {1,2,..., k}

> Se k n3o é um vértice intermediario de p, entdo, todos os
vértices intermediarios de p estdo em {1,2,...,k — 1}. Deste
modo, um caminho mais curto i ~+ j com todo os vértices
intermediérios no conjunto {1,2,...,k — 1}, também é um
caminho mais curto i ~» j com todos os vértices intermedidrios
no conjunto {1,2,..., k}

» Se k é um vértice intermediario do caminho p, ent3o
desmembramos o caminho p em ik &jA p1 € um caminho
mais curto de i até k, com todos os vértices intermediarios no
conjunto {1,2,...,k — 1}. A mesma ideia se aplica a ps

all intermediate vertices in {

} all intermediate vertices in {1,2,....k — 1}

pe all intermediate vertices in {1,2.... .k}
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O algoritmo de Floyd-Warshall

» Algoritmo de programagdo dindmica
» O menor caminho pode ser calculado baseado nos menores
caminhos para subproblemas j& calculados e memorizados
> Subproblemas étimos
» Superposi¢cdo de subproblemas
» Formulagdo
(K . L
> Seja d,-S- Do peso de um menor caminho i ~» j com todos os
vértices intermedidrios em {1,2,..., k}

d(k) ) wi se k=0
T  min(@l D, dl Y 4 dF YY) sek>1

» Considerando-se que, para qualquer caminho, todos os
vértices intermedidrios estdo no conjunto {1,2,...,n}, a
matriz D(") = (d,g-")) fornece a reposta desejada: d;n) =0(i,j)
para todo i,j € V

Notas

O algoritmo de Floyd-Warshall

floyd-warshall (W)
1 n = W.linhas

2 DO = w

3 for k=1 ton

4 for i=1ton

5 for j=1ton

6 o = min( Y, gV 4 gl
7 return D

> Anilise do tempo de execugdo
> Cada execuc¢do da linha 6 demora O(1)
> A linha 6 é executada n® vezes
> Portanto, o tempo de execugio do algoritmo é ©(n®) = O(V3)

Notas

O algoritmo de Floyd-Warshall

Notas

O algoritmo de Floyd-Warshall

0o 3 8 co -4 NIL 1 1 NIL 1
o 0 o0 1 7 NIL NIL NIL 2 2
DW= o 4 0 00 o n®=1 N 3 NL NL NL
2 oo - 0 o 4 NIL 4 NIL NIL
0o 00 6 0 NIL NIL NIL 5 NIL
0o 3 8 co -4 NIL 1 1 NIL 1
o 0 oo 1 7 NIL NIL NIL 2 2
PV=| o 4 0 0 o n®={ N0 3 NL NL NL
2 5 -5 0 =2 4 1 4 NIL 1
o0 oo o0 6 0 NIL NIL NIL 5 NIL
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O algoritmo

de Floyd-Warshall

Notas

Notas

Notas

0 3 8 oo —4 NL 1 1 N1
oo 0 oo 1 7 NIL NIL NIL 2 2
PDV=] o 4 0 o = nW=| N~ 3 ~NL NL NL
2 5 -5 0 -2 4 1 4 N 1
0o 0o 6 0 NIL NIL NIL 5 NIL
0 3 8 4 —4 N1 1 21
oo 0 oo 1 7 NIL NIL NIL 2 2
DA =l 4 05 11 n@=1 xo 3 ~o 2 2
2 5 -5 0 -2 4 1 4 N 1
o0 o0 6 0 NIL NIL NIL 5 NIL
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O algoritmo de Floyd-Warshall
0 3 8 4 —4 N1 1 201
o 0 oo 1 7 NIL NIL NIL 2 2
PP =l 4 0 5 11 n@=1 xo 3 ~o 2 2
2 5 -5 0 -2 4 1 4 N 1
o0 o0 6 0 NIL NIL NIL 5 NIL
0 3 8 4 —4 N1 1 21
o 0 oo 1 7 NIL NIL NIL 2 2
D= 4 0 5 11 O =[x 3 ~No 2 2
2 -1 -5 0 -2 4 3 4 N 1
o o 6 0 NIL NIL NIL 5 NIL
14
O algoritmo de Floyd-Warshall
0 3 8 4 —4 N1 1 21
o< 0 o 1 7 NIL NIL NIL 2 2
DA =0 4 0 5 11 o®=1 N0 3 wNw 2 2
2 -1 =5 0 -2 4 3 4 N1
o< o< 6 0 NIL NIL NIL 5 NIL
0 3 -1 4 —4 N1 4 2 1
30 -4 1 -1 4 N 4 2 1
pDW=17 4 05 3 n“= 4 3 N2 1
2 -1 -5 0 -2 4 3 4 N1
8 5 1 6 0 4 3 4 5 N
15
O algoritmo de Floyd-Warshall
0 3 -1 4 —4 N1 4 2 1
30 -4 1 -1 4 N 4 2 1
pWH =17 4 0 5 3 nw = 4 3 NL 2 1
2 -1 -5 0 -2 4 3 4 N1
8 5 1 6 0 4 3 4 5 N
0 1 -3 2 -4 N 3 4 51
30 -4 1 -1 4 N4 2 1
DO =17 4 05 3 n® = 4 3 N2 1
2 -1 -5 0 -2 4 3 4 N1
8 5 1 6 0 4 3 4 5 N
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O algoritmo de Floyd-Warshall

» Como construir um caminho mais curto

» Calcular a matriz predecessora I1, durante o calculo da matriz
de distancia de caminhos mais curtos D

» Quando k = 0, um caminho mais curto de i até j ndo tem
nenhum vértice intermediario, entdo

(0) nil sei=jouw;=o00
) =
Y i sei#jew;<oo

» Quando kK >1

(k) ﬂi({-kil) se da(-kil) < dl-(kkil) + d‘(ffl)
) =
v wkjffl) se d;-kfl) > d,-(kkfl) + dgffl)

Notas

Exercicios

25.2-1 Execute o algoritmo de Floyd-Warshall sobre o grafo orientado
ponderado da figura 25.2. Mostre a matriz D) que resulta
de cada iteracdo do lago externo.

25.2-3 Modifique o procedimento floyd-warshall para incluir o
calculo das matrizes M%) de acordo com as equacdes 25.6 e
25.7.

25.2-6 De que modo a saida do algoritmo de Floyd-Warshall pode ser
usada para detectar a presenca de um ciclo de peso negativo?

Notas

Algoritmo de Johnson para grafos esparsos

> N3o estudaremos este algoritmo

Notas

Referéncias

» Thomas H. Cormen et al. Introducdo a Algoritmos. 22 edicdo
em portugués. Capitulo 25.

Notas
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