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Introducao

» Heapsort (ordenagdo por monte) é um algoritmo de ordenagdo
» Caracteristicas
> O tempo de execugdo é O(nlgn) (como a ordenagdo por
intercalagdo)
» Ordenagdo local (como a ordenagdo por insergdo)
> Usa uma estrutura de dados chamada heap

Notas

A estrutura de dados heap

> A estrutura de dados heap (binario) é um array que pode ser
visto como uma arvore binaria praticamente completa
» Cada né da arvore corresponde ao elemento do array que
armazena o valor do né
> A arvore estd preenchida em todos os niveis, exceto talvez no
nivel mais baixo, que é preenchido a partir da esquerda
» Um array A que representa um heap tem dois atributos
> A.comprimento que é o nimero de elementos do array
> A.tamanho-do-heap que é o nimero de elementos no heap
armazenado em A (A.tamanho-do-heap < A.comprimento)

> A raiz da arvore é A[1]
» Dado o indice i de um né, os indice de seu pai, do filho a
esquerda e do filho a direita podem ser calculados da forma
» parent(i) = |i/2]
> left(i) = 2i
> right(i) = 2i + 1
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Exemplo

FIGURA 6.1 Um heap méximo visto como (a) uma drvore bindria e (b) um arranjo. O nimero dentro do
circulo em cada n6 na drvore € o valor 6.0 nti ima de um n6 é o indi
pondente no arranjo. Acima e abaixo do arranjo linhas t

pai-filho; os pais estio sempre 2 esquerda de seus filhos. A 4rvore tem altura trés; 0 né no indice 4 (com o
valor 8) tem altura um

Notas

A estrutura de dados heap

» Existem dois tipos de heap
> heap maximo
> heap minimo
» Em ambos os tipos, os valores nos nés satisfazem uma
propriedade de heap
> Em um heap méaximo, a propriedade de heap maximo é que,
para todo né i diferente da raiz A[parent(i)] > A[i]
» Em um heap minimo, a propriedade de heap minimo é que,
para todo né i diferente da raiz A[parent(i)] < A[i]
» Visualizando o heap como uma &rvore, definimos
> a altura de um né como o nimero de arestas no caminho
descendente simples mais longo deste o o né até uma folha
> a altura do heap como a altura de sua raiz
> a altura de um heap é ©(Ign)
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Operacdes sobre heap

» Algumas operagdes sobre heap
> max-heapify, executado no tempo O(lgn), é a chave para
manter a propriedade de heap maximo
> build-max-heap, executado em tempo linear, produz um
heap a partir de um array de entrada n3o ordenado
> heapsort, executado no tempo O(nlgn), ordena um array
localmente

Manutenc3o da propriedade de heap

> A fungdo max-heapify recebe como pardmetro um array A e

um indice i, e requer que
> As arvores binarias com raizes em left (i) e right (i) sejam
heaps maximos

» A[i] pode ser menor que seus filhos

> A fungdo max-heapify deixa que o valor A[i] “flutue para
baixo”, de maneira que a subarvore com raiz no indice i se
torne um heap

Notas
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Exemplo

FIGURA 6.2 A agio de MAX-HEAPIFY(4, 2), onde tamanbo-do-beap|A] = 10. (a) A configuragio inicial,
comA[2] 1o n6 i = 2, violand i de heap méximo, pois ele ndo & maior que ambos os filhos.
A i de heap méximo é r ida para 0 n6 2 em (b) pela troca de A[2] por A[4], o que des-
tr6ia propriedade de heap méximo para 0 n6 4. A chamada recursiva MAX-HEAPIFY (4, 4) agora define
i = 4. Ap6s a troca de A[4] por A[9], como mostramos em (c), 0 n6 4 é corrigido, e a chamada recursiva a
MAX-HEAPIFY(4, 9) nio produz nenhuma mudanga adicional na estrutura de dados

Notas

O algoritmo max-heapify

max-heapify (A, i)

11 = left(i)

2 r = rigth(i)

3 if 1 <= A.tamanho-do-heap e A[1] > A[i] then

4 maior =1

5 else

6 maior = i

7 if r <= A.tamanho-do-heap e A[r] > A[maior] then
8 maior =r

9 if maior != i then

10 troca(A[i], Almaior])
11 max-heapify(A, maior)

Notas

Anélise do tempo de execucao do max-heapify

» Tempo ©(1) para corrigir os relacionamentos entre os
elementos A[i], A[left[i]] e Alright(i)]

> Tempo para executar max-heapify em uma subarvore com
raiz em dos filhos do né i

> As subérvores de cada filho tém tamanho méximo igual a 2n/3
- ocorre quando o Gltimo nivel da arvore estd metade cheia

» Portanto, o tempo total de execugcdo pode ser descrito pela
recorréncia T(n) < T(2n/3) + ©(1)

Pelo caso 2 do teorema mestre T(n) = O(lg n)

v

» Também podemos expressar o tempo de execucdo de
max-heapify em um né de altura h como O(h)
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Notas

A construcao de um heap

> O procedimento max-heapify pode ser usado de baixo para
cima para converter um array A[1..n] em um heap maximo

> Os elementos no subarray A[(|n/2] + 1)..n] s&o folhas, e
cada um é um heap maximo

» O procedimento build-max-heap percorre os nés restantes
da arvore e executa max-hepify sobre cada um
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Exemplo do funcionamento do build-max-heap
4 BDTET2e s Twlws]7]

Notas

A construcao de um heap

build-max-heap(4)

1 A.tamanho-do-heap = A.comprimento

2 for i = piso(A.comprimento / 2) downto 1
3  max-heapify(A, i)
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Corretude do build-max-heap

> build-max-heap mantém o seguinte invariante de lago
> No comeco de cada iteragdo do lago das linhas 2 e 3, cada né
i+1,i4+2,...,néaraiz de um heap maximo
» Vamos mostrar que esta invariante é verdadeira e como
consequéncia vamos concluir que build-max-heap é correto
> Inicializagdo: antes da primeira linha i = [n/2] e cada né
[n/2] +1,|[n/2] +2,...,n é uma folha, e portanto é a raiz de
um heap maximo
» Manutengdo: os filhos de i tem um niimero maior que i e
pelo invariante sdo raizes de heaps maximos. Esta é a
condi¢do exigida para que a chamada max-hepify (A, i)
torne i a raiz de um heap maximo. Decrementar i restabelece
a invariante para a préxima iteragio
» Término: i =0, pela invariante de lago 1,2, ..., n sdo raizes
de um heap méximo, particularmente o né 1 é uma raiz

15/24

Anélise do build-max-heap

> Limite superior simples
> Cada chamada de max-heapify custa O(lgn) e existem O(n)
chamadas, portanto, o tempo de execugdo é O(nlg n).
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Anélise do build-max-heap

> Limite restrito
» O tempo de execugdo de max-heapify varia com a altura da
arvore, a altura da maioria dos nés é pequena
> Um heap de n elementos tem altura |lg n] e no maximo
[n/2M*+1] nés de altura h
> Logo, podemos expressar o tempo de execu¢do do
build-max-heap como

Anélise do build-max-heap

> Limite restrito
» Obtemos que

» Usando a férmula ;kxk = a jx)2 com x = % obtemos
o h
1 1/2
Sh(s]) = 2,
2 (1-1/2)?

h=0
» Portanto, o tempo de execu¢do de build-max-heap é

T(n) = O(n.2) = O(n)
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O algoritmo heapsort

» Construir um heap, usando a fungdo build-max-heap

» Trocar o elemento A[1] com A[n], e atualiza o tamanho do
heap paran—1

» Corrigir o heap com a fungdo max-heapify e repetir o
processo

Notas

Exemplo do funcionamento do heapsort
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O algoritmo heapsort Notas

heapsort (4)
1 build-max-heap(A)

2 for i = A.comprimento downto 2
3 troca(A[1l, A[il)

4  A.tamanho-do-heap = A.tamanho-do-heap - 1
5 max-heapify(A, 1)

Anélise do heapsort Notas

> A chamada a build-max-heap demora O(n)

> O procedimento max-heapify demora O(Ign) e é chamado
n—1

> Portanto, o tempo de execu¢do do heapsort é O(nlg n)

Exercicios
Notas

» Exercicios 6.1-1 a 6.1-7
» Exercicios 6.2-1 a 6.2-6

» Exercicios 6.3-1 a 6.3-3
» Exercicios 6.4-1 a 6.4-3

Referéncias
Notas

» Thomas H. Cormen et al. Introducdo a Algoritmos. 22 edicdo

em portugués. Capitulo 6.
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