Prova por Inducao

Sumario

O que é uma prova?

Métodos de prova

Prova por Inducdo
Definicao
Ideia do funcionamento
Generalizacoes
Exemplos

Referéncias

O que é uma prova?

Definition
Uma prova é uma argumento légico convincente de que um
enunciado é verdadeiro.

A Unica maneira de determinar a veracidade ou falsidade de um
enunciado matemdtico é com uma prova matematica.

Métodos de prova

Prova direta

v

v

Prova por construcao

» Prova por contradicao

v

Prova por exaustdo

v

Prova por inducdo




Definicao

Definition

Uma prova por inducao é um método avancado para mostrar que
todos os elementos de um conjunto infinito tém uma propriedade
especificada.

Example

> Expressdoes matematicas equivalentes.

» Corretude de um algoritmo.

Ideia do funcionamento |

» Vamos tomar o conjunto infinito V' = {1,2,3,... } e
denominar a propriedade de P.

» Queremos provar que P(1),P(2),P(3),... é verdadeiro.

» Toda prova por indugdo é constituida de duas partes, o passo
de inducao e a base.

» Na base é provado que P(1) é verdadeiro.
» No passo de indugdo é mostrado que para cada i > 1, se P(i)

é verdadeiro, entdo P(i + 1) também é.

Quando os dois itens s3o provados (a base e o passo de indug3o),
segue o resultado desejado, ou seja, que P(i) é verdadeiro para
todo i. Por qué?

Ideia do funcionamento I

O caso P(1) é verdadeiro pois foi provado pela base. P(2)
também é verdadeiro, porque o passo de inducdo prova que, se
P(1) é verdadeiro, entdo P(2) também ¢, j& sabemos que P(1) é
verdadeiro. P(3) também é verdadeiro, porque o passo de inducdo
prova que, se P(2) é verdadeiro, entdo P(3) também é, j3
sabemos que P(2) é verdadeiro. Este processo continua para todos
os nimeros naturais, mostrando que P(4) é verdadeiro, P(5) é
verdadeiro, e assim por diante.

Generalizacoes

» A base n3o precisa comecar com 1; ela pode comecar com
qualquer valor a. Neste caso a prova por inducdo mostra que
P(k) é verdadeiro para todo k > b.

» No passo de indugdo, a suposicdo de que P(i) é verdadeiro é
chamada de hipétese da inducao. As vezes, queremos uma
hipdtese da indugdo mais forte, como P(j) é verdadeira para
todo j < j. Neste caso a prova por indugao ainda funciona,
mas quando quisermos provar que P(i + 1) é verdadeiro, ja
teremos provado que P(j) é verdadeiro para todo j < i (pela
hipétese de inducido forte).




Exemplo |

n(n—i—l).

2
(Os comentdrios que aparacem entre parenteses ndo fazem parte

da prova, mas tem o intuido de ajudar o leitor a compreender o
processo.)

Vamos mostrar usando indu¢do que 1 +2+---+n=

Base
1(1+1) 1

Logo a base é verdadeira. (Observe que o n foi substituido por 1
na igualdade que queremos mostrar e a igualdade foi confirmada.)

Vamos tomar como base n = 1, obtemos que 1 =

Exemplo |

Passo de inducao

Como hipdtese de inducdo, vamos assumir que a equacdo é viélida
. : . i(i+1)

paran=i,ousejal+2+4---+i= — Temos que mostrar

que a equac¢ao é valida para n =i+ 1, ou seja,

1+2+~-+i+(i+1)=w-

(Substituimos n por i e depois n por i + 1 na igualdade que
queremos mostrar).

(Neste momento, temos que partir da igualdade da hipétese de
inducdo, que por hipdtese é verdadeira, e concluir que a equacgao se
mantém verdadeira quando n =i+ 1. O objetivo é mostrar que a
equagdo é vélida para n =i+ 1).

Exemplo |

Passo de inducao - continuacao

Partindo da hipdtese de inducdo, vamos adicionar /i + 1 a ambos os
lados da igualdade, obtemos

1424 +i = i(';l) (1)
1424 +i+(i+1) = i(i;rl)+(i+1) (@)
i(i+1) 2(i+1)
- T2 T3 3
i(i+1)+2(i+1)

2
(i+1)(i+2)
2

Exemplo |

Passo de inducdo - continuacao

(Na equagdo (3) a fragdo = foi adicionada multiplicando o termo
(i +1). Na equagdo (5) o termo comum (i + 1) foi posto em
evidéncia.)

Portanto, concluimos que 14+2+---+i+(i+1) = w
que é a igualdade que queriamos provar quando n =i+ 1.2

Conclusao

Como provamos a base e o passo de indug¢do, concluimos a nossa
n(n+1

prova de que 1+2—|—---+n:%.




Exemplo I

n

Vamos mostrar usando inducgdo que Z3k = 0(3"). Ou seja,

k=0
n

Z3k < ¢3", para alguma constante ¢ > 0 (pela definicdo da
k=0

notacdo O).

Base

Vamos tomar como base n = 0, obtemos que

0
23/‘ =30=1 < 3 =c. Logo se tomarmos ¢ > 1, a base é
k=0

verdadeira. (Observe que o n foi substituido por 0 na inequagdo
que queremos mostrar e a desigualdade foi confirmada.)

Exemplo I

Passo de inducao

Como hipétese de inducdo, vamos assumir que a inequacao é
i

vélida para n =i, ou seja 23" < ¢3'. Temos que mostrar que a

k=0
i+1
. N . . k i+1
inequagao é valida para n =i+ 1, ou seja, 3 <37
k=0

(Substituimos n por i e depois n por i + 1 na desigualdade que
queremos mostrar).

(Neste momento, temos que partir da desigualdade da hipdtese de
inducdo, que por hipdtese é verdadeira, e concluir que a inequacao
se mantém verdadeira quando n =i+ 1. O objetivo é mostrar que
a inequagdo é vélida para n =i+ 1).

Exemplo I

Passo de inducao - continuacao

Partindo da hipétese de inducdo, vamos adicionar 3't1 a ambos os
lados da desigualdade, obtemos

>3k < o3 (6)
k=0
Z 3k + 3i+1 < C3i + 3i+1 (7)
k=0
i+1
< 3 43! (8)

> ¥
k=0

Exemplo I

Passo de inducao - continuacao

i+1

.3 Cc -
3k < 3T 4 —3itl 9
i+1 i ;
3/+1 3/+1
Y3k < C3 +CC (10)
k=0

IN

i+1

11\
> 3k e o e (11)
pard 3 ¢

(Na inequagdo (8) os termos da direita de (7) foram agrupados.
Em (11) o termo c3'*! foi posto em evidéncia).




Exemplo I

Passo de inducao - continuacao

Baseado na hipétese de inducdo, obtemos que

i+1 11

23" < (3 + > 3'*1 mas nés queremos mostrar que
k=0 ¢

i+1

23" < ¢3™1. Juntando as duas desigualdades, temos
k=0

it1 11 . _
23" < (3 + c> ¢3! < 31, Se encontrarmos c tal que
k=0

3 ¢
inducdo.

1 1 : .
< + ) ¢3! < 31 seja verdade, provamos o passo de

Exemplo I

Passo de inducao - continuacao

; 1 1
Eliminando o termo c3'+1, obtemos <3 + ) < 1. Para que esta
c

inequacao seja verdade, basta tomar ¢ > %

Portanto, concluimos que existe constante ¢ tal que

i+1

Z3k < 3" que é a desigualdade que querfamos provar quando

k=0
n=1i+1.

Conclusao
Como provamos a base e o passo de inducdo, concluimos a nossa

prova de que Z3k = 0(3").
k=0
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