Algoritmos de ordenacao
Ordenagdo em tempo linear
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Limites inferiores para ordenacao por comparacoes

» Em um algoritmo de ordenagdo por comparacdo, a ordem dos
elementos é determinada usando apenas comparacdes entre os
elementos

» Supondo que n3o existem elemento iguais na entrada, todas
as operacdes de comparacdo fornecem a mesma informacio, e
portanto podemos usar um tnico operador de comparacao

» Vamos supor que todas as comparagdes tém a forma a; < a;



Limites inferiores para ordenacao por comparacoes

» As ordenacbes por comparacGes podem ser vistas de modo
abstrato em termos de arvores de decisao

FIGURA 8.1 A irvore de decisao para ordenagio por inser¢io, operando sobre trés elementos. Um né in-
terno anotado por #;j indica uma comparagio entre &, € @, Uma folha anotada pela permutagio (7(1),
7(2), ..., (n)) indica a ordenagio ryS a0 < --La,,. O caminho sombreado indica as decisbes tomadas
durante a ordenagio da seqiiéncia de entrada(a, = 6,4, = 8, a, = 5); a permutagio (3, 1, 2) na folha indica
que aseqiiéncia ordenada éa; = 5<a, = 6<q, = 8. Existem 3! = 6 permutacbes possiveis dos elementos
de entrada; assim, a 4rvore de decisio deve ter no minimo 6 folhas



Limites inferiores para ordenacao por comparacoes

>

Cada né é anotado por i : j para algum i e j no intervalo
1<ij<n

Cada folha é anotada por uma permutacdo
(r(1),7(2),...,m(3))

A execucdo de um algoritmo de ordenacgdo corresponde a
tracar um caminho deste a raiz até a folha

Cada algoritmo de ordenacgdo correto deve ser capaz de
produzir cada permutagdo da entrada

Cada uma das n! permutacdes sobre os n elementos deve
aparecer como uma das folhas

O tamanho do caminho mais longo da raiz a uma folha
corresponde ao nimero de comparacdes do pior caso

Um limite inferior sobre as alturas de todas as arvores de
decisdo é um limite inferior sobre o tempo de execucdo de
qualquer algoritmo de ordenacdo por comparacdo



Limites inferiores para ordenacao por comparacoes

Teorema 8.1
Qualquer algoritmo de ordenagdo por comparagdo exige Q(nlg n)
comparagoes no pior caso.

Prova

» Considere um arvore de decis3o com altura h com [ folhas

» Cada uma das n! permutacdes da entrada aparecem como
alguma folha, portanto n! </

» Como uma arvore binaria de altura h n3o tem mais que 2"
folhas, temos n! < | < 2P

» Aplicando logaritmo, obtemos h > In(n!)

» Pela equacgdo 3.18, h = Q(nlgn)



Ordenacao por contagem

» Cada elemento da entrada é um inteiro no intervalo de 1 a k
» Quando k = O(n), a ordenagdo é executada no tempo ©(n)

> A ideia basica é determinar, para cada elemento x da entrada,
o nimero de elementos menores que x

» Esta informac3o é utilizada para inserir o elemento
diretamente em sua posi¢do no arranjo de saida

» Exemplo: existem 17 elementos menores que x, entdo x é
colocado na posicdo de saida 18

» A entrada do algoritmo é um array A[l..n|, a saida é dada em
um array B[1..n], e um array C|[0..k] é utilizado para
armazenamento de trabalho



Ordenacao por contagem
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FIGURA 8.2 Aoperagio de COUNTING-SORT sobre um arranjo de entrada A[1 .. 8], onde cada elemento
de A éum inteiro nio negativo nio maior que k = 5. (a) O arranjoA e o arranjo auxiliar Cap6s a linha 4. (b)
O arranjo Cap6s a linha 7. (c)—(e) O arranjo de saida B e o arranjo auxiliar C ap6s uma, duas e trés itera-
¢des do loop nas linhas 9 a 11, respecti Apenas os el s lev 1te sombreados do arranjo
B foram preenchidos. (f) O arranjo de saida final ordenado B




Ordenacao por contagem

counting-sort(A, B, k)
n = A.comprimento

1 for i =0 to k

2 C[il =0

3 for j=1ton

4 C[A[j1] = C[A[j1] + 1

5 // agora C[i] contém o nimero de elementos
iguais a i

6 for i = 2 to k

7 C[il = C[i]l + C[i - 1]

8 // agora C[i] contém o nimero de elementos

menores que o iguais a i
9 for j = n downto 1
10  BIC[A[3]1]1] = A[j]
11 C[A[j]] = C[A[j1] - 1



Ordenacao por contagem

» Quanto tempo a ordenagdo por contagem exige?



Ordenacao por contagem

» Quanto tempo a ordenacdo por contagem exige?

O loop das linhas 1 e 2 demora o tempo ©(k)
O loop das linhas 3 e 3 demora o tempo ©(n)
O loop das linhas 6 e 7 demora o tempo ©(k)
O loop das linhas 9 e 11 demora o tempo ©(n)
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Ordenacao por contagem

» Quanto tempo a ordenacdo por contagem exige?

O loop das linhas 1 e 2 demora o tempo ©(k)
O loop das linhas 3 e 3 demora o tempo ©(n)
O loop das linhas 6 e 7 demora o tempo ©(k)
O loop das linhas 9 e 11 demora o tempo ©(n)
Portanto, o tempo total é ©(k + n)
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Ordenacao por contagem

» Quanto tempo a ordenacdo por contagem exige?

O loop das linhas 1 e 2 demora o tempo ©(k)

O loop das linhas 3 e 3 demora o tempo ©(n)

O loop das linhas 6 e 7 demora o tempo ©(k)

O loop das linhas 9 e 11 demora o tempo ©(n)
Portanto, o tempo total é ©(k + n)

Quando k = (n), o tempo de execugdo é O(n)
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Radix sort

v

Algoritmo usado pelas maquina de ordenac3o de cartdes

v

A ideia é ordenar as chaves pelos digitos, comegcando com o
menos significativo

v

E essencial que o algoritmo de ordenacdo dos digitos seja
estavel

v

E utilizado para ordenar registros cuja a chave é constituida
de varios campos



Radix sort

329 720 720 329
457 355 329 355
657 436 436 436
839 serudie 457 senedire 839 eewie 457
436 657 355 657
720 329 457 720
355 839 657 839

FIGURA 8.3 A operagio de radix sort sobre uma lista de sete niimeros de 3 digitos. A primeira coluna é a
entrada. As colunas restantes mostram a lista ap6s ordenagdes sucessivas sobre posigdes de digitos cada
vez mais significativas. As setas verticais indicam a posi¢io do digito sobre o qual é feita a ordenacio para
produzir cada lista a partir da anterior



Radix sort

720 720 329
355 329 355
436 436 436
457 weeds 839 weie 457
657 355 657
329 457 720
839 657 839

FIGURA 8.3 A operagio de radix sort sobre uma lista de sete niimeros de 3 digitos. A primeira coluna é a
entrada. As colunas restantes mostram a lista ap6s ordenagdes sucessivas sobre posigdes de digitos cada
vez mais significativas. As setas verticais indicam a posi¢io do digito sobre o qual é feita a ordenacio para
produzir cada lista a partir da anterior

radix-sort(A, d)

1 for i =1tod

2 usar uma ordenagdo estavel para ordenar
o arranjo A sobre o digito i



Radix sort

> Anélise

» Suponha que a ordenacdo por contagem é utilizada como
ordenagdo intermediaria
©(n + k) por passagem (digitos estdo no intervalo 0, ..., k)
d passagens
Total de ©(d(n + k))
Se k = O(n) e d constante, obtemos ©(n)

vV vyVvVvyy



Bucket sort

> A entrada é gerada por um processo aleatério que distribui os
elementos uniformemente sobre o intervalo [0, 1)
> Ideia
» Dividir o intervalo [0,1) em n baldes do mesmo tamanho
» Distribuir os n valores de entrada nos baldes
» Ordenar cada balde
» Juntar os elementos de todos os baldes



Bucket sort
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FIGURA 8.4 A operagio de BUCKET-SORT. (a) O arranjo de entrada A[1 .. 10]. (b) O arranjo B[O .. 9] de
listas ordenadas (baldes) depois da linha 5 do algoritmo. O balde 7 contém valores no intervalo [#10, i +
1)/10). A saida ordenada consiste em uma concatenagio em ordem das listas B[0], B[1], ..., B[9]



Bucket sort

» Entrada: A[l..n], onde 0 < A[i] < 1 para todo i

» Auxiliar: array B[0..n — 1] de listas ligadas, cada lista comega
vazia

bucket-sort (A)

1 n = A.comprimento

2 for i =1ton

3 inserir A[i] na lista B[floor(m * A[i])]

4 for i =1ton-1

5 insertion-sort(B[i])

6 concatenar as listas B[0], B[1], ..., Bln - 1]
em ordem



Bucket sort

> Anilise
» Cada balde n3o deve ter muitos valores
» Todas as linhas do algoritmo, exceto a do ordenagao por
inser¢do, demoram ©(n)
> Intuitivamente, cada balde terd um nimero constante, ja que a
média é um elemento por balde
» Portanto, cada balde é ordenado em O(1)
O tempo para ordenar todos os baldes é O(n)
O tempo esperado de execucdo do algoritmo é ©(n)

v
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Exercicios

8.1-1

8.2-1

8.2-4

8.3-1

8.3-2

8.4-1

8.4-2

Qual é a menor profundidade possivel de uma folha em uma arvore
de decisdo para uma ordenag3o por comparacdo?

Usando a figura 8.2 como modelo, ilustre a operacio de
counting-sort sobre o array A = (6,0,2,0,1,3,4,6,1,3,2)
Descreva um algoritmo que, dados n inteiros no intervalo de 0 a k,
realiza o pré-processamento de sua entrada e depois responde a
qualquer consulta sobre quantos dos n inteiros recaem em um
intervalo [a..b] no tempo O(1). Seu algoritmo deve utilizar o tempo
de pré-processamento ©(n + k).

Usando a figura 8.3 como modelo, ilustre a operacdo de radix-sort
sobre a seguinte lista de palavras em inglés: COW, DOG, SEA,
RUG, ROW, MOB, BOX, TAB, BAR, EAR, TAR, DIG, BIG, TEA,
NOE, FOX.

Quais dos seguintes algoritmos de ordenagdo sdo estaveis: ordenagdo
por inserc3o, ordenac3o por intercalac3o, heapsort e quicksort?
Fornega um esquema simples que torne estavel qualquer algoritmo de
ordenac3o. Quanto tempo e espaco adicional seu esquema requer?
Usando a figura 8.4 como modelo, ilustre a operacio de
bucket-sort no arranjo

A =(0,79;0,16;0,64;0,39;0,20;0,89;0,53;0,71; 0, 42)

Qual é o tempo de execugdo do pior caso para o algoritmo de bucket
sort? Que alterac3o simples no algoritmo preserva seu tempo de
execu¢do esperado linear e torna seu tempo de execu¢do no pior caso
igual a O(nlg n).
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