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Arvores binarias



Arvores binarias

Como podemos definir uma arvore binaria?
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Arvores binarias

Uma ArvoreBinaria é Modelo
- empty; ou (define (fn-para-ab t)
) ; L L. (cond
- (no Namero ArvoreBinaria ArvoreBinaria),
. [(empty? t) ...]
onde no é uma estrutura com os campos valor, lel
else
esqedir
q (... (no-valor t)

(fn-para-ab (no-esq t))

(struct no (valor esq dir) #:transparent)
(fn-para-ab (no-dir t)))1))
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Exemplo: altura arvore

Defina uma funcao que calcule a altura de uma arvore binaria. A altura de uma arvore binaria é
a distancia entre a raiz e o seu descendente mais afastado. Uma arvore com um Unico no tem
altura 0.
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Exemplo: altura arvore

;; ArvoreBinaria -> Natural

(define
(define
(define
(define
(define

to
tl
t2
t3
t4

(no
(no
(no
(no
(no

10 empty empty))

9 tO empty))

7 (no 8 empty empty) t1))

4 (no 3 empty empty) empty))
3 t3 t2))

;; Devolve a altura da arvore binaria.

;3 uma arvore binaria é a distancia da raiz a seu

;; descendente mais afastado.

;3 Gnico no tem altura 0.

(examples
(check-equal? (altura
(check-equal? (altura
(check-equal? (altura
(check-equal? (altura
(check-equal? (altura
(check-equal? (altura
(define (altura t)
(cond
[(empty? t) ...]

empty) ?)

t0)
t1)
t2)
t3)
t4)

0)
1)
2)
1)
3))

Uma arvore com um

[else (... (no-valor t)
(altura (no-esq t))
(altura (no-dir t)))1))

5/42



Exemplo: altura arvore

(define
(define
(define
(define
(define

to
tl
t2
t3
t4

(no
(no
(no
(no
(no

10 empty empty))

9 tO empty))

7 (no 8 empty empty) t1))

4 (no 3 empty empty) empty))
3 t2 t3))

;; ArvoreBinaria -> Natural

;; Devolve a altura da arvore binaria. A altura de
;3 uma arvore binaria é a distancia da raiz a seu
;; descendente mais afastado. Uma arvore com um

;3 Gnico no tem altura 0. Uma arvore vazia tem

;5 altura -1.
(examples
(check-equal?
(check-equal?
(check-equal?
(check-equal?
(check-equal?
(check-equal?
(define (altura
(cond
[(empty? t)
[else (add1l

(altura
(altura
(altura
(altura
(altura
(altura

t)

_1]

empty) -1)

t0)
t1)
t2)
t3)
t4)

0)
1)
2)
1)
3))

(max (altura (no-esq t))

(altura (no-dir t))))1))
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Listas aninhadas



Listas aninhadas

As vezes é necessario criar uma lista, que contenha outras listas, e estas listas contenham
outras listas, etc.

> (list 1 4 (list 5 empty (list 2) 9) 10)
"(1 4 (5 () (2) 9) 10)

Chamamos este tipo de lista de lista aninhada. Como podemos definir uma lista aninhada?
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Listas aninhadas

Uma ListaAninhada é

- empty; ou
- (cons ListaAninhada ListaAninhada)

- (cons Namero ListaAninhada)

Modelo

(define (fn-para-ladn 1dn)
(cond

[(empty? ldn) ...]

[(list? (first 1dn))

(... (fn-para-ladn (first 1dn))
(fn-para-ladn (rest 1dn)))]

[else

(... (first 1dn)
(fn-para-ladn (rest 1dn)))]1))
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Exemplo: soma*

Defina uma funcao que some todos os numeros de uma lista aninhada de nimeros.
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Exemplo: soma*

ListaAninhada -> Nimero

;; Devolve a soma de todos os elementos de ldn.
(examples
(check-equal? (soma* empty)
0)
(check-equal? (soma* (list (list 1 (list empty 3)) (list 4 5) 4 6 7))
30))
(define (soma* 1ldn)
(cond
[(empty? 1dn) ...]
[(list? (first ldn))
(... (soma* (first 1dn))
(soma* (rest 1dn)))]
[else
(... (first 1dn)
(soma* (rest 1dn)))1))
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Exemplo: soma*

ListaAninhada -> Nimero

;; Devolve a soma de todos os elementos de ldn.
(examples
(check-equal? (soma* empty)
0)
(check-equal? (soma* (list (list 1 (list empty 3)) (list 4 5) 4 6 7))
30))
(define (soma* 1ldn)
(cond
[(empty? 1dn) 0]
[(list? (first ldn))
(+ (somax (first 1ldn))
(somax (rest 1dn)))]
[else
(+ (first 1dn)
(soma* (rest 1dn)))1))
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Exemplo: aplaina

Defina uma funcao que aplaine uma lista aninhada, isto &, transforme uma lista aninhada em
uma lista sem listas aninhadas com os mesmos elementos e na mesma ordem da lista aninhada.
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Exemplo: aplaina

;; ListaAninhada -> ListaDeNimeros
;; Devolve uma versao nao aninhada de ldn, isto é, uma lista com os mesmos
;; elementos de ldn, mas sem aninhamento.
(examples
(check-equal? (aplaina empty) empty)
(check-equal? (aplaina (list (list 1 (list empty 3)) (list 4 5) 4 6 7))
(list 1 3 4 5 4 6 7)))
(define (aplaina 1ldn)
(cond
[(empty? 1dn) ...]
[(list? (first 1dn))
(... (aplaina (first 1ldn))
(aplaina (rest 1dn)))]
[else
(... (first 1ldn)
(aplaina (rest 1dn)))1))
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Exemplo: aplaina

;; ListaAninhada -> ListaDeNimeros
;; Devolve uma versao nao aninhada de ldn, isto é, uma lista com os mesmos
;; elementos de ldn, mas sem aninhamento.
(examples
(check-equal? (aplaina empty) empty)
(check-equal? (aplaina (list (list 1 (list empty 3)) (list 4 5) 4 6 7))
(list 1 3 4 5 4 6 7)))
(define (aplaina 1ldn)
(cond
[(empty? 1dn) empty]
[(list? (first 1dn))
(append (aplaina (first 1ldn))
(aplaina (rest ldn)))]
[else
(cons (first ldn)
(aplaina (rest 1dn)))1))
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Processamento simultaneo



Introducao

Como implementar uma funcao que consome dois argumentos e os dois sao de tipos com
autorreferéncia? Temos trés possibilidades:

1) Tratar um dos argumentos como atémico e utilizar o modelo do tipo de dado do outro
argumento.

2) Processar os dois argumentos de forma sincronizada.

3) Considerar todos 0s casos possiveis.
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Exemplo caso 1: concatenagao

Projete uma funcao que concatene duas listas de nimeros.
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Exemplo: concatenagao

;; ListaDeN(meros ListaDeNimeros -> ListaDeN{meros
;3 Produz uma nova lista com os elementos de lsta seguidos
;; dos elementos de lstb.
(examples
(check-equal? (concatena empty
(cons 10 (cons 4 (cons 6 empty))))
(cons 10 (cons 4 (cons 6 empty))))
(check-equal? (concatena (cons 3 empty)
(cons 10 (cons 4 (cons 6 empty))))
(cons 3 (cons 10 (cons 4 (cons 6 empty)))))
(check-equal? (concatena (cons 7 (cons 3 empty))
(cons 10 (cons 4 (cons 6 empty))))
(cons 7 (cons 3 (cons 10 (cons 4 (cons 6 empty)))))))
(define (concatena lsta lstb) empty)

Pelo proposito e pelos exemplos, qual dos argumentos pode ser tratado como atomico, isto &,
nao precisa ser decomposto? lstb.

Entao usamos o modelo para processar lsta.
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Exemplo: concatenagao

;3 ListaDeNdmero ListaDeNUmeros -> ListaDeNdmeros
;3 Produz uma nova lista com os elementos de lsta seguidos
;; dos elementos de lstb.
(examples
(check-equal? (concatena empty
(cons 10 (cons 4 (cons 6 empty))))
(cons 10 (cons 4 (cons 6 empty))))
(check-equal? (concatena (cons 3 empty)
(cons 10 (cons 4 (cons 6 empty))))
(cons 3 (cons 10 (cons 4 (cons 6 empty)))))
(check-equal? (concatena (cons 7 (cons 3 empty))
(cons 10 (cons 4 (cons 6 empty))))
(cons 7 (cons 3 (cons 10 (cons 4 (cons 6 empty)))))))
(define (concatena lsta lstb)
(cond
[(empty? 1lsta) ... lstb]
[else
... (first lsta)
(concatena (rest lsta) lstb)]))
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Exemplo: concatenagao

;3 ListaDeNdmero ListaDeNUmeros -> ListaDeNdmeros
;3 Produz uma nova lista com os elementos de lsta seguidos
;; dos elementos de lstb.
(examples
(check-equal? (concatena empty
(cons 10 (cons 4 (cons 6 empty))))
(cons 10 (cons 4 (cons 6 empty))))
(check-equal? (concatena (cons 3 empty)
(cons 10 (cons 4 (cons 6 empty))))
(cons 3 (cons 10 (cons 4 (cons 6 empty)))))
(check-equal? (concatena (cons 7 (cons 3 empty))
(cons 10 (cons 4 (cons 6 empty))))
(cons 7 (cons 3 (cons 10 (cons 4 (cons 6 empty)))))))
(define (concatena lsta lstb)
(cond
[(empty? 1lsta) 1stb]
[else
(cons (first 1lsta)
(concatena (rest lsta) 1lstb))]))
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Exemplo: soma ponderada

Projete uma funcao que calcule a soma ponderada a partir de uma lista de nimeros e uma lista

de pesos.
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Exemplo: soma ponderada

;; ListaDeN(meros ListaDeNimeros -> Namero
;3 Calcula a soma ponderada dos valores de lst cosiderando que cada
;3 elemento de lst tem como peso o elemento correspondente em pesos.

;7 Requer que 1lst e pesos tenham o mesmo tamanho

(examples
(check-equal? (soma-ponderada empty empty) 0)
(check-equal? (soma-ponderada (list 4) (list 2)) 8) ; (+ 0 (* 4 2))
(check-equal? (soma-ponderada (list 3 4) (list 5 2)) 23) ; (+ (* 3 5) (% 4 2))
(check-equal? (soma-ponderada (list 5 3 4) (list 1 5 2)) 28)) ; (+ (* 5 1) (* 3 5) (% 4 2))

(define (soma-ponderada lst pesos) 0)

0 requisito de que 1st e pesos tém o mesmo tamanho pode ser explorado no corpo inicial:

Quando st é vazia, pesos também é
Quando 1st e pesos nado sao vazias, temos (first 1st), (rest 1st), (first pesos)e
(rest pesos)
Para a chamada recursiva, temos (rest 1st) e (rest pesos), que tém o mesmo tamanho.
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Exemplo: soma ponderada

;; ListaDeN(meros ListaDeNimeros -> Namero
;; Calcula a soma ponderada dos valores de 1lst cosiderando que cada
;3 elemento de lst tem como peso o elemento correspondente em pesos.

;3 Requer que lst e pesos tenham o mesmo tamanho

(examples
(check-equal? (soma-ponderada empty empty) 0)
(check-equal? (soma-ponderada (list 4) (list 2)) 8) ; (+ 0 (* 4 2))
(check-equal? (soma-ponderada (list 3 4) (list 5 2)) 23) ; (+ (% 3 5) (% 4 2))
(check-equal? (soma-ponderada (list 5 3 4) (list 1 5 2)) 28)) ; (+ (x5 1) (» 3 5) (% 4 2))

(define (soma-ponderada lst pesos)
(cond
[(empty? 1st) ...]
[else
... (first 1st)
(first pesos)
(soma-ponderada (rest 1st) (rest pesos))]))
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Exemplo: soma ponderada

;; ListaDeN(meros ListaDeNimeros -> Namero
;; Calcula a soma ponderada dos valores de 1lst cosiderando que cada
;3 elemento de lst tem como peso o elemento correspondente em pesos.

;3 Requer que lst e pesos tenham o mesmo tamanho

(examples
(check-equal? (soma-ponderada empty empty) 0)
(check-equal? (soma-ponderada (list 4) (list 2)) 8) ; (+ 0 (* 4 2))
(check-equal? (soma-ponderada (list 3 4) (list 5 2)) 23) ; (+ (% 3 5) (% 4 2))
(check-equal? (soma-ponderada (list 5 3 4) (list 1 5 2)) 28)) ; (+ (x5 1) (» 3 5) (% 4 2))

(define (soma-ponderada lst pesos)
(cond
[(empty? 1st) 0]
[else
(+ (% (first 1st)
(first pesos))
(soma-ponderada (rest lst) (rest pesos)))]))
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Exemplo caso 3: prefixo

Dados duas listas Lsta e 1stb, defina uma funcao que verifique se lsta é prefixo de lstb,
isto € lstb comeca com lsta.

2442



Exemplo: prefixo

Especificacao

;; Lista Lista -> Boolean

;; Devolve #t se 1sta é prefixo de lstb, #f caso contrario.
(define (prefixo? lsta 1lstb) #f)
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Exemplo: prefixo

Exemplos

- Temos que ter pelo menos um exemplo para cada combinacao das definicoes dos dados
de entrada

- lsta pode ser empty ou um cons
- lstb pode ser empty ou um cons

- Como garantir que nao vamos esquecer nenhum caso? Fazendo uma tabela!
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Exemplo: prefixo

lstb

B Fmmmm - +

| empty | (cons )|

Fmmmm - Fmmm - Fmmmm +

| empty | | |

1sta +----=--=-=----- - fmmmmmmmmmm o +
| (cons ) | | |
Fmmmmm— - Fmmmm e — - Fmmmmm— - +

27/42



Exemplo: prefixo

1stb

B B e +

| empty | (cons )|

B B B +

| empty | 0K | |

1sta +---=-=-=-=-=-=-=--- - e +
| (cons ...) | | |
Fmmmm B B +

(check-equal? (prefixo? empty empty) #t)
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Exemplo: prefixo

lstb

Fmmm e Fmmmm +

| empty | (cons ) |

Fmmmm Fmmm Fmmm +

| empty | 0K | 0K |

1sta +----------—-- Fmmm Fmm +
| (cons ...) | | [
e Fmmm e Fmmmm e +

(check-equal? (prefixo? empty empty) #t)
(check-equal? (prefixo? empty (list 3 2 1)) #t)
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Exemplo: prefixo

lstb

Fomm tmmmm - — +

| empty | (cons )|

Fmm -~ Fomm tmmmm - — +

| empty | 0K | 0K |

1sta +------------ Fmmmm - Fmmmm - +
| (cons ) | 0K | |
Fmmmmm -~ Fmmmmmmm - — Fmmmmm - +

(check-equal? (prefixo? empty empty) #t)
(check-equal? (prefixo? empty (list 3 2 1)) #t)
(check-equal? (prefixo? (list 3 2 1) empty) #f)
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Exemplo: prefixo

1lstb
D e T tmmmmm e — = +
| empty | (cons ) |
tmmmmm e — e e tmmmmm e m +
|  empty | 0K | 0K |
1sta +----=-=--=-=---- D B +
| (cons ...) | 0K | [o]'¢
tmmmmm e — D e T B e +

(check-equal? (prefixo? empty empty) #t)
(check-equal? (prefixo? empty (list 3 2 1)) #t)
(check-equal? (prefixo? (list 3 2 1) empty) #f)

4) (list 3 4)) #t)
4) (list 3 5)) #f)

(check-equal? (prefixo? (list 3
3

(check-equal? (prefixo? (list 3 4) (list 3 4 6 8)) #t)
3
3

(check-equal? (prefixo? (list
(check-equal? (prefixo? (list 3 5) (list 3 4 6 8)) #f)
(check-equal? (prefixo? (list 3 4 5) (list 3 4)) #f)
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Exemplo: prefixo

Implementacao

Vamos comecar criando um modelo com as quatro possibilidades

(define (prefixo? 1lsta lstb)

(cond
[(and (empty? lsta) (empty? lstb)) ...]
[(and (empty? 1lsta) (cons? 1lstb)) ... lstb ...]
[(and (cons? lsta) (empty? 1lstb)) ... lsba ...]
[else ... lsta ... lstb ...]1))

Este inicio € muito complicado...

Baseado nos exemplos, vamos preencher a tabela e derivar um codigo mais simples
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Exemplo: prefixo

(check-equal? (pre
(check-equal? (pre
(check-equal? (pre
(check-equal? (pre
(check-equal? (pre
(check-equal? (pre
(check-equal? (pre
(check-equal? (pre

fixo? empty
fixo? empty
fixo? (list
fixo? (list
fixo? (list
fixo? (list
fixo? (list
fixo? (list

empty) #t)

(list 3 2 1)) #t)

3 2 1) empty) #f)

4) (list 3 4)) #t)

4) (list 3 5)) #f)

4) (list 3 4 6 8)) #t)
5) (list 3 4 6 8)) #f)
4 5) (list 3 4)) #f)

w W W w w
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Exemplo: prefixo

(check-equal? (prefixo? empty empty) #t)
(check-equal? (prefixo? empty (list 3 2 1)) #t)
(check-equal? (prefixo? (list 3 2 1) empty) #f)

(check-equal? (prefixo? (list 3 4) (list 3 4)) #t)
(check-equal? (prefixo? (list 3 4) (list 3 5)) #f)
(check-equal? (prefixo? (list 3 4) (list 3 4 6 8)) #t)
(check-equal? (prefixo? (list 3 5) (list 3 4 6 8)) #f)
(check-equal? (prefixo? (list 3 4 5) (list 3 4)) #f)
1lstb
tommmmmm = - B +
| empty | (cons ) |
B dmmm e e oo +
| empty | #t | #t |
lsta +------------ Fmmmmmmmm - Fmmm e +
| (cons ...) | #f | primeiros iguais
| I | e recursao |
dmmmmmmmmm oo dommmmmmm e m fmmm o +
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Exemplo: prefixo

Simplificando ...

lstb
dmmm o dm e +
| empty | (cons ) |
dommmmmmmmm— o dommmmmmmm e fmmm e +
| empty | #t
1sta +---------—-—-- dmm - Fmm e +
| (cons ...) | #f |  primeiros iguais

| I | e recursdo natural |

o o o mm e +

(define (prefixo? lsta 1stb)

(cond
[(empty? 1lsta) #t] ;3 0s casos foram
[(empty? 1lstb) #f] ;; escolhidos por ordem
[else ;; de simplicidade

(... (first 1lsta)
(first 1stb)
(prefixo? (rest lsta) (rest 1lstb)))1))
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Exemplo: prefixo

Completando a implementacao ...

lstb
dmmm o dm e +
| empty | (cons ) |
dommmmmmmmm— o dommmmmmmm e fmmm e +
| empty | #t
1sta +---------—-—-- dmm - Fmm e +
| (cons ...) | #f |  primeiros iguais

| I | e recursdo natural |

o o o mm e +

(define (prefixo? lsta 1stb)

(cond
[(empty? 1lsta) #t] ;3 0s casos foram
[(empty? 1lstb) #f] ;; escolhidos por ordem
[else ;; de simplicidade

(and (equal? (first 1sta)
(first lstb))
(prefixo? (rest lsta) (rest lstb)))1))
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Exemplo: k-ésimo

Defina uma funcao que encontre o k-ésimo elemento de uma lista.
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Exemplo: k-ésimo

Especificacao

;; ListaDeNimeros Natural -> Ndmero

;; Devolve o elemento na posicao k da 1st.
;; O primeiro elemento esta na posicao 0.
(define (lista-ref lst k) 0)
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Exemplo: k-ésimo

Exemplos

;; ListaDeN(meros Natural -> Namero
;3 Devolve o elemento na posicao k da 1lst.

;3 O primeiro elemento esta na posigao 0.

o3 k
o e e T +
H \ 0 \ (add1 ) |
R B B B i +
HE | empty | 0K | 0K |
55 LSt +-———-———---—- posoocoosconss Hooocooooonooonoooos +
58 | (cons Do 0K | 0K |
to—m - tommmm - o mmm - +

(check-exn exn:fail? (thunk (lista-ref empty 0)))

(check-exn exn:fail? (thunk (lista-ref empty 2)))
(check-equal? (lista-ref (list 3 2 8) 0) 3)

(check-equal? (lista-ref (list 3 2 8 10) 2) 8)

(check-exn exn:fail? (thunk (lista-ref (list 3 2 8 10) 4)))))
(define (lista-ref k lst) 0)
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Exemplo: k-ésimo

Implementagao

;; ListaDeNameros Natural -> Namero
;3 Devolve o elemento na posicao k da 1st.

;3 O primeiro elemento esta na posigao 0.

83 k

88 e e e e e +

i | 0 | (add1 )

88 B B T B +

HH | empty | erro |

55 ISR Somooccmmomos Bomssooeamonos Bemssossamsaamsanoa .

58 | (cons ) | (first 1lst) | recursao |
to—m - tommmm e ——— o mmm - +

(check-exn exn:fail? (thunk (lista-ref empty 0)))

(check-exn exn:fail? (thunk (lista-ref empty 2)))
(check-equal? (lista-ref (list 3 2 8) 0) 3)

(check-equal? (lista-ref (list 3 2 8 10) 2) 8)

(check-exn exn:fail? (thunk (lista-ref (list 3 2 8 10) 4)))))
(define (lista-ref k lst) 0)
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Exemplo: k-ésimo

;; ListaDeN(meros Natural -> Ndmero

85 k
88 e it e e +
i \ 0 \ (add1 ) |
88 B e focooooooocooooooosos +
gg | empty | erro |
85 ISR Somooccmmmoos Somssoocammnos femosomsamsaamsanoa .
58 | (cons ) | (first 1lst) | recursao |
tm—m - o mmm e —— o mmm - +

(check-exn exn:fail? (thunk (lista-ref empty 0)))
(check-exn exn:fail? (thunk (lista-ref empty 2)))
(check-equal? (lista-ref (list 3 2 8) 0) 3)
(check-equal? (lista-ref (list 3 2 8 10) 2) 8)
(check-exn exn:fail? (thunk (lista-ref (list 3 2 8 10) 4)))))
(define (lista-ref k 1lst)
(cond
[(empty? 1st) (error "Lista vazia")]
[(zero? k) (first 1st)]
[else (lista-ref (rest lst) (subl k))1))
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